


Introduction 1
Gnomon, cadrans solaires et astrolabes 3
Mesure de distance, la quéte de la parallaxe 8
Mouvements relatifs et observations astronomiques 13

Les coniques et les trajectoires orbitales des planétes 18

Gravitation, probléeme des trois corps, chaos 24
Quelle géométrie pour Uespace-temps ? 29
L’univers a-t-il une forme ? 35
Télescopes a ouvertures codées 41

Traitement d’images en astrophysique 47

Les simulations numériques en astrophysique 55



Comment se fait-il que, parmi toutes les sciences de la nature, ce soit
|'astronomie qui depuis plusieurs millénaires ait eu partie liée si étroite avec les
mathématiques, tant6t en suscitant leur développement, tantdt en Sappuyant sur
elles pour progresser ? On objectera peut-étre que les formes de la nature
gu'étudient la botanique ou la zoologie ne sont pas sans rapport avec les
mathématiques : la suite de Fibonacci sobserve dans les pommes de pins ou les
caaurs de tournesols, la spirale d'Archiméde dans la croissance des coquillages.
Intéressant certes, mais sans commune mesure avec I'étroit et antique mariage
entre astronomie et mathématiques. La raison en est simple : elle tient a la
propagation de la lumiére en ligne droite. Les rayons de lumiére, bien
guinvisibles si une brume ou des poussiéres ne sont pas présentes pour en
matérialiser latrgjectoire, furent tét percus comme la plus parfaite incarnation de
laligne droite du géomeétre - méme si, des siécles plus tard, il fut réalisé que ces
rayons pouvaient parfois se courber (dans les mirages) ou que la "ligne droite"
était une notion relative au type d'espace considéré. Cette ligne droite qui forme
des angles, des paralléles, des polygones...

Ainsi, Thalés contemplant I'ombre des pyramides portée au soleil en
déduisait la hauteur de celles-ci, mais également établissait son célébre théoréme.
Ainsi, Eratosthene mesurait la circonférence terrestre grace au jeu des ombres
portées a des latitudes différentes. Ainsi, Aristarque, par géométrie et par chance,
établissait que le Soleil était bien plus loin de nous que la Lune. Et que dire des
ghomons, cadrans solaires et autres astrolabes, merveilleux instruments et
véritables concentrés de la géométrie antique... Déja donc, a la naissance de la
géométrie, cetteinvisibleligne droite de lalumiére arpentait |'espace et permettait
de mesurer e temps. Avant la lunette de Galilée, ce sont encore des alignements,
mesures d'angles et d'arcs qui dominent I'astronomie, parfois avec une précision
admirable comme celle quatteignait Tycho Brahe dans son ile de Hven. La quéte
de laparalaxe des étoiles, pour enfin connaitre leurs distance, fut aussi un moteur
formidable de I'évolution des instruments astronomiques et source de grandes
découvertes.



Une fois l'espace arpenté et la géométrie bien assise, I'étude du
mouvement devenait possible. Celui des étoiles, entrainé par larotation terrestre,
bien régulier, ne faisait guére probléeme. Celui des planétes était plein de mystére,
mais mesurable avec précision. C'est pour rendre compte de leurs mouvements
gue Newton, puis Leibniz, développérent le calcul infinitésimal, adossé a la loi
delagravitation universelle. |1 était plus aisé de faire des mesures précises sur les
planetes que sur une boule en chute libre sur Terre ! Avec Galilée et Newton, la
mécanique, science du mouvement, était née. Elle sera capable de rendre compte
des trajectoires réguliéres des planétes mais aussi du chaos de leur évolution a
long terme.

Au début du XXe© siécle, la physique révise nos représentations de
I'espace et du temps:: ils ne sont plus un cadre absolu aux phénomeénes physiques,
et I'espace-temps est structuré par la matiere. Bouleversements en astrophysique.
La géométrie de la vie quotidienne est remplacée par celles, étranges, de la
cosmologie ou du voisinage d'un trou noir. L'univers lui-méme pourrait nous
donner I'illusion de I'infini en étant chiffonné par d'infinis jeux de |'espace.

2009 célebre une année mondiale de I'astronomie, quatre siécles apres
gue Galilée ait découvert les satellites de la planéte Jupiter et ait vu dans leur
mouvement un systéme solaire en miniature, confortant ainsi le modéle de
Copernic. C'est aussi e quatre centiéme anniversaire de la publication par Kepler
de ses deux premieres lois. N'est-ce pas le moment idéal pour féter aussi la
merveilleuse fécondité des liens entre |'astronomie et les mathématiques ? Celle-
la méme qu'affirmait Galilée lorsqu'il énongait que la nature est un livre écrit en
langage mathématique.

P. L.



Le gnomon

L 'astronome et mathémeaticien Apolloniusde Perge (I11°secleav. J-C.) a écrit
plusieurs traités dont un seul nous est parvenu, en partie en grec et en arabe, sous
le nom de Sections coniques. Avant méme que cet ouvrage soit dité partiellement
au XVIe siécle, il eut une influence considérable puisque les mathématiciens
arabesy puiserent les informations relatives a la propriété des foyers en optique.
Quant a Kepler, il y trouva la courbe qui approximait le mieux |'orbite ovale de
laplanéte Mars qu'il cherchait a déterminer, a savoir I'ellipse.

L etraité des Sections coniques, danslequel Apollonius de Perge établit les
noms et les égquations de I'éllipse, de I'nyperbole et de la parabole, eut certaine-
ment pour point de départ la théorie des cadrans solaires. En effet, le premier
instrument astronomique
fut le gnomon, simple
baton planté en terre,
dont I'étude de I'ombre
permettait de déter-
miner des paramétres
fondamentaux comme la
latitude du lieu ou I'incli-
naison de |'axe de rota
tion de la Terre (voir
photo). Gréce a I'étude
de la traectoire de
['ombre (voir encadré
page suivante), on pat
également déterminer les
dates des équinoxes et
des solstices et mettre
ains en évidence l'inégar
lité de la durée des
saisons.



Etude de la trajectoire de I'ombre

Au cours de la journée, les rayons solaires

passant par e sommet du gnomon engendrent un

cone dont I'axe est parallele al'axe derotation de

la Terre et dont I'angle au sommet est égal a

I'angle qui le sépare du pdle céleste nord. Ce

cone intersecte le plan horizontal du gnomon et,

sous nos latitudes, la section conique ainsi

obtenue est une branche d'hyperbole. Aux

équinoxes le cone est dégénéré en un plan (son

angle au sommet est égal a 90°) dont

I'intersection avec le plan horizontal engendre

unedroite. Aingi, latrgjectoire del'ombre de l'extrémité d'un gnomon résulte de l'intersection d'un
cone et d'un plan, lequel peut étre vertical ou incliné. En faisant varier I'inclinaison du plan et la
date, on peut obtenir sous nos latitudes toute une famille de coniques.

Les cadrans solaires

Dans I'Antiquité gréco-romaine se développe la technique de
construction des cadrans solaires, principalement dans des volumes : cadrans
coniques, sphériques, etc. Tous les cadrans antiques ont en commun le fait qu'ils
indiguent une heure variable et que c'est I'extrémité seule de l'ombre qui indiquait
I'heure. L'heure antique, également appelée inégale ou temporaire, était définie
comme la douziéme partie de l'intervalle de temps séparant le lever du coucher
du Soleil. Sous nos latitudes, I'neure durait 40 minutes en hiver et 80 minutes en
été ; il n'y a qu'aux équinoxes ol I'heure durait 60 minutes, congtituant I'heure
équinoxiae.

Au Moyen Age apparaissent sur des édifices |e plus souvent religieux des
cadrans un peu particuliers, les cadrans canoniaux. |l ne sagit pas véritablement
de cadrans solaires, mais plutét d'indicateurs de priéres ou d'offices religieux. Ils
ne comportent aucune indication chiffrée et se composent le plus souvent d'un
demi-cercle divisé en 6, 8 ou 12 secteurs égaux. Par convention, lorsgue I'ombre
d'une tige recouvrait un segment de droite, on devait célébrer un office.

La civilisation arabe, qui hérita en partie des connaissances astrono-
miques des Grecs, développa la trigonométrie sphérique, et apporta une
amélioration majeure dans les cadrans solaires : au lieu dutiliser des gnomons
horizontaux ou verticaux, les Arabes eurent I'idée de placer I'indicateur d'ombre
paralléle a I'axe de rotation de la Terre, c'est-a-dire en le pointant vers le pble
céleste. On réserve I'appellation de style polaire alatige ainsi orientée. Avec ce
systéme, on peut utiliser des heures constantes, égales a 60 minutes toute I'année ;
de plus, c'est la totalité de I'ombre qui indique I'heure, et plus seulement
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I'extrémité de I'ombre. En d'autres termes, si lalongueur de I'ombre change avec
les saisons, la direction de I'ombre est la méme pour une méme heure toute
|'année.

En Occident, malgré le développement de I'horlogerie a partir du XII1¢
siecle, les cadrans solaires se répandirent de plus en plus ; la plupart étaient
verticaux, tracés sur les églises, sur des chéteaux, ou sur de riches demeures. On
leur faisait indiquer les dates des saisons, les heures de lever et de coucher du
Soleil, etc. Certains de ces cadrans étaient portatifs, utilisant la variation de la
hauteur du Soleil au cours de la journée pour déterminer I'heure. D'autres
n'indiquaient que midi solaire, et servaient en quel que sorte de repére absolu pour
régler les horloges. Ce type de cadran, appelé méridienne, était méme parfois
construit al'intérieur des bétiments, comme la méridienne de I'église Saint-Sulpice
aParis, ou celle de I'Observatoire de Paris. Aux XVI¢ et XVl siecles, on rivalisa
d'ingéniosité pour construire des cadrans
solaires originaux, comme les cadrans
analemmatiques ou le gnomon est mobile et
les cadrans a réflexion utilisant la tache de
lumiére projetée par un miroir. A partir du
XVIlIe siecle, on fit indiquer a certains
cadrans solaires le temps moyen en
incorporant I'éguation du temps dans le
tracé, ce qui donne des courbes en forme de
huit. On pouvait ainsi régler les horloges sur
un temps uniforme (le temps solaire moyen),
le temps solaire vrai indiqué par les cadrans
ne |'étant pas.

Pour construire tous ces cadrans
solaires, du moins les plus classiques, il
existait des cadraniers, c'est-a-dire des artisans qui étaient chargés de calculer le
cadran et de le tracer soit en le peignant soit en le sculptant. Pour le calcul, les
cadraniers disposaient de tables toutes prétes ou était indiqué I'angle entre chague
ligne horaire en fonction de I'orientation du mur et de lalatitude.

Les plus grands géometres ont traité de gnomonique (Descartes, Kepler,
Lalande, Monge...) et méme si aujourd’hui cette branche de I'astronomie n'est
plus qu'une curiosité, de nouveaux types de cadrans ont été inventés comme les
cadrans bifilaires au début du X X¢ siécle. L'informatique a également permis plus
récemment de sattaquer aux tracés des cadrans sur les surfaces non planes
complexes.



L'astrolabe

C'est également aApollonius de Perge que I'on doit d'avoir démontré que
tout cone oblique admet deux familles de sections circulaires. A partir de 14, on
comprit que la projection stéréographique (voir encadré) transformait un cercle
de la sphére en un cercle du plan. Cette propriété fondamentale de la projection
stéréographique fut mise en application dans un instrument qui connut un succes
consdérable, |'astrolabe plani-
sphérique (voir photo). C'est
un instrument plan qui
représente le mouvement
diurne de la volte céleste et
le mouvement annuel du
Soleil. Si on se perd en
conjectures sur son inventeur
(Eudoxe, Hipparque, Ptolé-
meée), le plus ancien texte
conservé relatif a cet
instrument est le Traité de
['astrolabe de Jean Philopon
(vers 490 - vers 570). Mais
ce sont les astronomes
arabes qui vont donner a cet
instrument grec une trés
vive impulsion puisque

Astrolabe persan. On distingue nettement 1'araignée ajourée,
avec ses crochets qui correspondent & la position des étoiles.
entre 800 et 1100, de trés I CRE et R R T
d'azimut, de hauteur, d'heure, etc.

La projection stéréographique

Considérons une sphére de centre O et de rayon R, coupée par un
planIT passant par O. Ce plan, appelé plan de projection, coupe la
sphére selon un grand cercle de rayon R. Le point S de la sphere
est le centre de projection. On appelle projection stéréographique
d'un point M de la sphére le point m obtenu en prenant I'inter-
section de SM avec le plan de projectionIT.

La projection stéréographique est aujourd'hui utilisée notamment
en cartographie, principaement pour représenter les régions
polaires.

nombreux traités verront le jour avec d'importantes innovations et applications.

La projection stéréographique présente plusieurs particularités qui la rendent
intéressante : d'une part on I'avu, elle transforme un cercle de la sphére en cercle
sur le plan, ce qui simplifie grandement le tracé ; d'autre part, c'est une projection
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conforme, ce qui veut dire qu'elle conserve les angles que forment entre eux les
cercles de la sphére origine. Ainsi, un angle mesuré entre deux courbes sur
|'astrolabe a méme valeur que celui que I'on pourrait mesurer dans le ciel.
Précisons d'emblée qu'un astrolabe est un instrument de calcul et de pédagogie :
en aucune fagon il ne sert a faire des observations, sauf de fagon anecdotique.
L'instrument se compose d'une partie fixe, la mere, dans laquelle on insére des
tympans qui constituent la projection stéréographique des cercles de la sphére
(cercle d'azimut, de hauteur, de crépuscule..). La partie mobile est appelée araignée :
elle figure de fagon artistique la position des étoiles et du Soleil.

L 'astrolabe permet de résoudre de trés nombreux problémes d'astronomie
de position, comme par exemple déterminer I'heure (le jour comme la nuit), la
visibilité d'une étoile au-dessus de I'horizon, I'heure de lever ou de coucher d'un
astre, son azimut aussi bien que sa hauteur a un instant donné, la durée du jour et
de lanuit, etc. L'instrument se révéle également trés commode lorsqu'on I'utilise
ades fins religieuses : les heures des cing prieres islamiques par exemple sont
faciles a déterminer, d'autant plus que |'astrolabe permet de calculer a quel instant
le Soleil atteint une certaine hauteur sous I'horizon (aube et crépuscule). Ajoutons
gue l'utilisation astrologique de |'astrolabe pendant la période de I'apogée arabo-
isdamique ne doit pas étre sous-estimée ; grace alui, il était aisé de déterminer et de
visualiser |'ascendant d' une constellation zodiacale qui se léve a un instant précis,
le signe astrologique ainsi que tous les éléments de I'horoscope. D.S

Calcul de la latitude avec un gnomon

La hauteur h du Soleil au-dessus de I'horizon
lorsquiil est au méridien, donc au plus haut, se
calcule par :

h=90° ¢ +§

¢ étant lalatitude du lieu, & ladéclinaison du Soleil
(distance angulaire du Soleil al'équateur : varie de
- 23° 26' au solstice dhiver a+ 23° 26' au solstice
d'été). En mesurant aussi précisément que possible
la longueur de I'ombre d'un gnomon a midi vrai,
donc lorsgue I'ombre est la plus courte, si | est la
longueur de I'ombre et ala hauteur du béton, on a
dors:

al =tan h.

On en déduit lalatitude du lieu en faisant :

¢ =90° + & - h. Aux équinoxes (20 mars et

X & _ Pour en savair plus
22 septembre), la déclinaison du Soleil est nulle,

de sorte que ¢ = 90° - h, ce qui permet d'obtenir
directement lalatitude du lieu : les astronomes de
I'Antiquité procédaient de cette fagon. L'extrémité
de I'ombre d'un béton planté verticalement sur un
sol parfaitement horizontal décrit sous nos
|atitudes une courbe appel ée hyperbole.

R. D'Hollander, L'astrolabe, Histoire, théorie
et pratique, éd. Institut Océanographique, Paris,
1999

D. Savoie, Les cadrans solaires, éd. Belin-Pour
la Science, Paris, 2003

D. Savoie, La Gnomonique, éd. Les Belles
Lettres, Paris, 2007
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J'étais engagé dans une série d'observations sur la parallaxe des
étoiles fixes, lorsque mon attention fut attirée par une éoile qui semblait plus
étendue que celles qui I'entouraient.

En 1781, Herschel découvrait la planéte Uranus. Comme beaucoup
d'astronomes avant lui puis aprés lui, il sétait mis en téte de mesurer un
insai sissable déplacement annuel qui devait en théorie affecter toutes les étoiles.

Cette quéte épique prend sa source en 1543. Copernic, dans |'exposé de
son systéme héliocentrique, propose de mettre la Terre en mouvement. Si
comme il I'affirme, elle tourne autour du Soleil, les astronomes devraient
détecter dansleciel le" reflet " de cette révolution terrestre.

L'argument de Copernic pour justifier I'absence de paralaxe dans les
observations était d'affirmer que les étoiles étaient trop éloignées pour qu'on
puisse mesurer un si infime déplacement. Tycho Brahe, sans conteste le plus fin

Mesure de la parallaxe

En théorie, alors que laTerre (T) effectue
un tour complet autour du Soleil (S), une
étoile (E) décrit sur la voite céleste une
ellipse dont le demi grand-axe est vu sous
un petit angle 1 nommé parallaxe. Com-
me on le voit dans le triangle rectangle
TSE, tanz= ST

SE

La parallaxe est d'autant plus petite que
|'étoile est éloignée et la mesurer permet
d'en connaitre la distance si |'on connait
la distance Terre-Soleil. En pratique,
étant données les distances phénomé-
nales qui nous séparent des étoiles
(méme les plus proches), il faut étre
capable de mesurer un angle minuscule,
toujours inférieur ala seconde d'arc.



observateur de la seconde moitié du XVI¢siécle, balaie cette hypothese. 1| estime
gue les plus brillantes des étoiles sont vues sous un angle d'une minute d'arc. Sil
est impossible d'en déceler |a parallaxe cela revient aleur accorder au minimum
des dimensions comparables a la distance Terre-Soleil ! Ce fait paraissant
inconcevable, il faut se résoudre a l'idée d'une immobilité de la Terre.
L'observation du ciel au travers de lunettes au début du XVII° rendra caduque
cette objection en révélant les limites d'une observation al'cdl nu du ciel.

Au cours du XVII® siécle, le géocentrisme vecille. Les astronomes
rejoignent progressivement le camp copernicien. Les plus habiles d'entre eux se
dotent d'instruments toujours plus précis et recherchent minutieusement la preuve
physique de leur conviction : la paralaxe. Mais leur démarche reste vaine et il
leur faut reconnaitre que les distances qui nous séparent des étoiles surpassent
celles a portée de leurs instruments. En 1687, leur appétit est aiguisé par les lois
de lamécanique et celles de la gravitation universelle, énoncées par Newton, qui
confirment que la Terre est bel et bien en mouvement. C'est d'alleurs sous
I'impulsion de Newton, et pour des raisons étrangeres a notre affaire, que le
premier astronome royal de |'observatoire de Greenwich, Flamsteed, éudie en
1689 une série d'observations faites sur I'Etoile Polaire. Elle révéle un écart
imprévu et systématique de 40 secondes d'arc entre ses positions des moisdejuin
et de décembre. Je pris conscience que cela ne pouvait provenir que de la
parallaxe. Flamsteed y voit naturellement |'effet tant recherché. Maisles critiques
se font jour. Roemer et Cassini montrent que, si parallaxeil y avait, elle se ferait
principalement sentir en mars et en septembre. Dépité et en mangue d'argument,
Flamsteed ne peut que s'en remettre aux erreurs instrumentales.

Résignation malencontreuse car en 1726, Molyneux constate des écarts
similaires sur I'étoile Y Draconis. Bradley reprend le flambeau, étend I'étude a un
grand nombre d'étoiles et montre qu'elles semblent toutes affectées par |les mémes
errances. Comme dans le cas des observations de Flamsteed, un décalage de six
mois est constaté avec I'effet parallactique. En 1728, il apporte une explication a
ce phénoméne. Roemer avait montré quel ques décennies avant le caractérefini de
lavitesse de lalumiére. Lors de sarévolution autour du Soleil, la Terre posséde,
elle-méme, une vitesse. Bien que nettement plus faible, elle se combine dans nos
observations a celle de la lumiére et nous améne a voir les étoiles dans des
directions différentes de celle attendue. Ce phénomene, nommé aberration
stellaire, est similaire a celui observé par temps de pluie. La pluie tombe
verticalement, une personne sen protégeant devra en fonction de sa vitesse
incliner son parapluie vers l'avant, et ce, dautant plus qu'elle se déplace
rapidement.



L’aberration stellaire

Les astronomes en braguant un télescope vers une étoile se voient
contraints de modifier 1égérement l'orientation du tube de leur
télescope pour compenser leur propre mouvement. La Terre est
emportée dans son mouvement annuel autour du Soleil a une vitesse
v de 30 km/s. Lalumiére d'une étoile se propage, €lle, aune vitesse ¢
de 300 000 km/s. Lors de sarévolution, la Terre change constamment
de direction et la correction a apporter évolue. Une étoile décrit ainsi
chague année sur la volte céleste une ellipse dont le demi grand-axe
est vu sous un angleal tel que, comme on le voit dans le triangle rec-

tangle bleu,

tana:x=20"
c

L'aberration stellaire recevra une
interprétation 1égérement diffé-
rente apres la publication par
Einstein de sa théorie de la
relativité restreinte, en 1905.

Contre toute attente, I'aberration stellaire constitue donc la premiere preuve
physique du mouvement de notre planéte. La quéte de la paralaxe perd de sa
superbe mais la trague ne sarréte pas pour autant. Bradley poursuit son étude et,
20 ans plus tard, met en évidence une autre irrégularité dans le mouvement des
étoiles. Un mouvement périodique de 18,6 ans et de 9 secondes d'arc qu'il relie
au mouvement de la Lune. (voir encadré ci-dessous)

Mouvements de la Terre

Depuis I'Antiquité, un  mouvement
d'ensemble de la volte céleste, nommé
précession, avait été mis en évidence. Ce
n'est que bien plus tard quil regut une
interprétation physique. La Terre n'est pas
parfaitement sphérique. Le Soleil et laLune
agissent sur son renflement équatorial et
aménent son axe de rotation a changer
lentement de direction et a décrire en 25 800
ans un cone, dit de précession. Actuellement
|'axe pointe pres de I'étoile polaire. L'orbite
lunaire étant, de plus, inclinée sur le plan
Soleil-Terre, elle engendre un mouvement
oscillatoire de 18,6 ans. C'est ce dernier
phénomene, appelé nutation, que Bradley
mit en évidence.
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Au milieu du XVIlI¢ siécle, les astronomes devaient donc tenir compte
d'une multitude de corrections avant d'espérer entrevoir les effets propres a la
distance d'une étaile. Il leur fallait prendre en considération précession, nutation,
aberration mais aussi les effets liés a la réfraction atmosphérique et au
mouvement propre d'une éoile. Jusque-la, ils sétaient attachés a mesurer
I'évolution des coordonnées absolues d'une étoile. Herschel est I'un des premiers
a proner une méthode différentielle qui consiste a suivre et mesurer les errances
d'une étoile rapportées a ses proches voisines. Ces derniéres, d'un éclat bien plus
faible, sont supposées lointaines, de mouvement propre et de parallaxe
négligeables. La dérive relative de la premiere ne serait alors due qu'aux seuls
effets de son mouvement propre et de sa parallaxe. Il sélectionne plusieurs
centaines de couples. Vingt années sécoulent et Herschel doit renoncer. Il
démontre que nombre de ces couples sont liés physiquement et constituent des
systémes hinaires d'étoiles tournant les unes autour des autres.

Les conséguences de cette découverte sont considérables. L'universalité
de la gravitation newtonienne prend désormais tout son sens. En ce qui nous
concerne, deux étoiles d'un couple étant a une méme distance de nous, leur forte
différence d'éclat montre que certaines étoiles peuvent danslaréalité savérer bien
plus brillantes que d'autres. Qu'en conségquence, le simple éclat apparent d'une
étoile ne peut, alui seul, constituer un critére de proximité.

Au début du XIXe siecle, les télescopes, bien qu'utilisés par Herschel, ne
connaissent pas encore leur heure de gloire. Leur miroir se ternit rapidement et
leur maniement savere délicat. Les plus précis des instruments sont des lunettes
dont on sait désormais corriger les effets de I'aberration chromatique. L'école
allemande excelle dans leur construction. Les observatoires séquipent ainsi de
lunettes sortant de ces ateliers. Si la parallaxe se dérobe encore, son temps est
compté d'autant que tous les obstacl es entravant sa détection ont été levés. Struve,
a l'observatoire de Doprat, en Russie, jette son dévolu sur I'étoile brillante et de
fort mouvement propre, Véga. En Allemagne, a |'observatoire de Konigsberg,
Bessel concentre quant alui ses efforts sur un systéme binaire faible en éclat mais
dont le mouvement propre exceptionnel et laforte séparation angulaire retiennent
son attention. 1ls choisissent tous les deux une méthode différentielle, avec des
étoiles repéres assez lointaines pour Sassurer qu'elles ne sont pas liées
physiquement. En 1837, Struve publie ses résultats, il attribue al'étoile Véga une
parallaxe de 0,125" + 0,055". Cependant ses observations comptent moins d'une
vingtaine de mesures qui sont ma distribuées dans l'année. Ces résultats
demandent donc confirmation. Une seconde série d'observations |'ameénera
dailleurs arehausser son estimation 40,262" + 0,025". La valeur exacte éant de
0,125" ! Bessdl, quant a lui plus prudent, accumule les observations et de facon
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bien plus réguliere. Bien qu'a la limite des possibilités de son instrument, la
qualité de ses mesures et le soin dans leurs interprétations ne laissent pas de place
au doute. Il montre d'une fagon implacable que I'étoile 61 Cygni est affectée d'un
mouvement parallactique de 0,313" + 0,02". Son étude, publiée en 1839, lui attire
immédiatement les faveurs de ses pairs. La vaeur retenue aujourd'hui est

sensiblement plus faible 0,286".

La quéte de la paralaxe constitua ainsi un véritable moteur dans la
recherche en astronomie. Aprés quasiment trois siécles d'effort, Bessel est le
premier a la mettre en évidence. Il n'en demeure pas moins que les travaux
infructueux des astronomes qui Sétaient attachés au probléme ont bien souvent été
largement récompensés par d'immenses découvertes.

Mesure de distances

Laparallaxe d'une étoile permet immédiatement
d'en connaitre la distance. A cet effet, les
astronomes utilisent une unité de distance
spécifiquement adaptée aleurs observations. Le
parsec (symbole pc) est la distance alaquelle on
verrait le rayon de l'orbite terrestre sous un
angle d'une seconde d'arc (PARSEC est
I'abréviation de PARallaxe SEConde).

Un parsec vaut 206 265 fois la distance
moyenne Terre-Soleil, ou encore 3,26 années
lumiére. Avec cette définition, la distance d'un
astre est I'inverse de sa parallaxe exprimée en
seconde d'arc.

L'étoile 61 Cygni se trouve donc a une distance

_ ~35pC < ! .
0,286 PC , soit 11,4 années lumiére.

C'est I'une de nos plus proches voisines.
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Nos sens semblent nous dire que notre Terre est immobile dans
I'espace : en effet, nous ne sentons pas son mouvement. Cela est d'ailleurs fort
heureux car, le temps de lire cette phrase, elle sest déplacée de plusieurs milliers
de kilométres dans son mouvement autour du Soleil, auquel il convient d'gjouter
celui du Soleil autour de la Voie Lactée (notre galaxie), ainsi que le déplacement
de celle-ci dans I'Univers ! Ainsi, nos sens nous trompent et c'est pourquoi nos
ancétres ont longtemps cru que notre Terre était immobile au centre du Monde.
Or depuis des millénaires I'Homme observe les cieux et ses phénomeénes pour la
plupart réguliers. En particulier, sur lasphére céleste, plusieurs corps se déplacent
nettement tout au long de I'année par rapport aux étoiles (ces derniéres paraissant
quasiment fixes) : ce sont les planétes. Leur mouvement semble complexe ainsi
que le montre lafigure 1.

Pendant longtemps cette vision du systeme solaire (dite
géocentrique) fut considérée comme la réalité et décrite par le modéle des

Le systeme solaire
géocentrique

Figure 1 : Le systeme solaire
géocentrique, c'est-a-dire dans
lequel la Terre est située au centre
et donc immobile (corps bleu). Le
mouvement du Soleil (corps
jaune le plus gros) est quasiment
circulaire, alors que les planetes
(pour simplifier seules Mercure,
Vénus et Mars sont représentées)
décrivent des trgjectoires beau-
coup plus complexes possédant
des boucles dites de rétrograda-
tion. Au cours du temps, leur
mouvement est fait d'alternances
de grandes avancées et de petits
reculs.
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épicycles de Ptolémée, astronome grec du deuxiéme siécle de notre ere (voir
['annexe 1). Mais les progrés accomplis en matiére d'observation (invention de la
lunette astronomique) et de mesure (du temps, des positions,...) eurent raison de
cette description.

Au XVlcsiécle, en 1543, une révolution éclata : le moine polonais
Nicolas Copernic (De revolutionibus orbium caelestium libri VI) mit le Soleil au
centre du systeme solaire, faisant par |a-méme de notre Terre une planéte comme
les autres. Puis en 1609, Johannes Kepler (Astronomia Nova) décrivit la
trajectoire des planétes (y compris celle de la Terre évidemment) par des ellipses
dont I'un des deux foyers était le Soleil, ainsi que le montre lafigure 2.

Enfin, en 1687, Sir Isaac Newton publia ses fameux Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica dans lesgquels les lois de la mécanique classique

Le systeme solaire
héliocentrique

Figure 2 - Le systéme solaire
héliocentrique, c'est-a-dire dans
lequel le Soleil est situé au centre
et donc immobile. Comme sur la
figure 1, seules les quatre
premiéres planetes -Mercure,
Vénus, la Terre et Mars- sont
représentées. Elles décrivent
toutes (la planéte bleue -la Terre-
y compris) des trajectoires
elliptiques (quasiment circulai-
res).

firent leur apparition : la description mathématique du systéme solaire qu'elles
permirent alors est d'ailleurs celle qui fut utilisée pour calculer les différentes
figures qui illustrent cet article (voir I'annexe 2).

Mais la déformation apparente des trajectoires des planétes lors de leur
observation depuis la Terre ne doit pas nous éonner. Imaginons une scene plus
guotidienne : nous sommes immobiles sous la pluie, un jour sans vent. Nous
voyons aors les gouttes d'eau tomber verticalement. Montons maintenant dans
une voiture animée d'un mouvement uniforme (c'est-a-dire en ligne droite et a
vitesse constante) : les gouttes d'eau semblent maintenant suivre une trajectoire

14



oblique, d'autant plus inclinée que le véhicule se déplace vite. L'expérience peut
étre ensuite compliquée a loisir : a bord d'un scenic railway, les gouttes
sembleraient décrire des trgjectoires fort complexes donnant méme parfois
I'illusion qu'elles se jouent de la pesanteur !

Ce" simple " changement de point de vue (déplacer e centre du systeme
solaire de la Terre vers le Soleil) a simplifié et unifié la représentation et la
description de notre monde proche, mais au prix de la perte de la place privil égiée
guel'Homme croyait y occuper. Depuis, cette révolution n'afait que se poursuivre
et samplifier puisqu'il est apparu ensuite que notre Soleil n'était qu'une étoile
parmi beaucoup d'autres, que notre galaxie n'était qu'une galaxie parmi beaucoup
dautres,... et aujourd'’hui dailleurs, certains théoriciens imaginent que notre
Univers pourrait n'étre qu'un " simple " univers parmi beaucoup d'autres...

Ce probléme de mouvement relatif n'est évidemment pas propre aux
astronomes de la Terre. Il est donc intéressant de voir le ciel qui serait observé
depuis les autres planétes, voire depuis des points de vue tres différents. Ainsi la
figure 3 montre I'évolution de la perception du systeme solaire en se déplacant du
Soleil a Pluton, alors que lafigure 4 fait appel a une planéte fictive éloignée du
Solell et située en dehors du plan de la trgjectoire de la Terre (dit plan de
I'écliptique, qui est aussi |e plan des trajectoires des huit planétes).

Plusieurs lecons peuvent étre tirées de ces " expériences ". D'une part
pour certains systemes les notions d'ordre et de désordre peuvent étre relatives.
En effet, ains que le montre la figure 4, les trajectoires des planétes du systeme
solaire sont en réalité des dlipses (la situation est ordonnée et réguliére), alors
gue des trajectoires complexes, entrel acées et irréguliéres peuvent étre observées
(la situation semble alors désordonnée et irréguliére).

D'autre part, I'observation des cieux a été au cours des millénaires un
moteur essentiel de notre évolution en ce qui concerne la science, la philosophie
et lesreligions ; ou en serait aujourd'hui notre civilisation si notre Terre avait été
située, telle la planéte fictive de la figure 4, en dehors du plan de I'écliptique et
plus loin du Soleil (en supposant que la vie ait pu sy développer) ? Enfin, le
chercheur (physicien, astronome,...) est avant toute chose un observateur (et aussi
un arpenteur) de I'Univers ; il est donc essentiel quiil sache aller au-dela des
apparences car les" choses" ne sont pas toujours ce qu'elles semblent étre !
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Figure 3 - En se déplacant du Soleil (image en haut et & droite) a Pluton (image en bas et a
gauche), I'observateur voit les ellipses dites képleriennes se déformer en des courbes de plus en
plus complexes et entrelacées. Mais tout cela n'est qu'apparence, les planétes continuant
évidemment a décrire leurs trgjectoires elliptiques (en se souciant fort peu de la position de
I'observateur !).

Figure 4A - Dans le
systéme solaire réd (le
plan de I'écliptique appa
rait nettement, alors que
celui de Pluton est
incliné par rapport a ce
dernier) une planéte
fictive est introduite (elle
est coloriée en vert clair
afin d'étre distinguée
facilement des planétes
réelles) en respectant la
troisieme loi dite de
Képler (le carré de la
période de révolution est
proportionnel au cube de
lamesure du grand axe).
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Figure 4B - Les tragjectoires apparentes des planétes réelles du systeme solaire telles qu'elles
seraient observées depuis la planéte fictive. Seul le Soleil semble décrire une trajectoire réguliere
(anneau jaune), alors que pour toutes les planétes e bel ordre des épicycles de Ptolémée disparait
complétement pour laisser la place a une forme de chaos qualifiable de virtuel. Ainsi pour ce
systéme, la notion d'ordre est relative (ala position de I'observateur).

Annexe 1 : Dans le systeme de Ptolémée chaque planéte décrivait a vitesse constante un petit
cercle appelé épicycle dont |e centre décrivait, lui-aussi a vitesse constante, un cercle plus grand
centré sur la Terre et appel é déférent.

Annexe 2 : Les lois de la mécanique newtonienne utilisée dans cet article pour calculer la
trajectoire des planétes sont principalement d'une part celle qui énonce que |'accélération est
proportionnelle a la somme des forces appliquées et d'autre part celle qui indique que I'attraction
gravitationnelle entre deux corps est .

proportionnelle & leurs masses respectives et Pour en savoir plus
inversement proportionnelle au carré de la

. X z consulter le site:
distance qui les sépare.

J.-F. C. www.lactamme.polytechniquefr.
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Petites histoires des coniques

Les coniques sont connues depuis prés de vingt quatre siécles. Leur
découverte est attribuée au grec Ménechme au Ve siecle avant J.-C. Elles furent
étudiées entre autres par Aristote, Euclide et Archiméde. Au début du deuxiéme
siecle avant J.-C. un traité complet intitulé les Sections coniques fut écrit par
Apollonius de Perge (v. 240 av. J.-C. - v. 170 av. J.-C.). Ce traité se compose de
huit livres dont sept nous sont connus. Les quatre premiers nous sont parvenus en
langue grecque et les trois derniers dans leurs traductions arabes. On doit a
I'astronome britannique Edmund Halley (1656 - 1742) une édition compléte de ce
traité en latin. Ces sept livres comportent jusqu'a 387 propositions, on y trouve les

définitions géomeétriques de I'ellipse, de la parabole et de I'hyperbole.

Il'y ade
trés nombreuses
maniéres de défi-
nir les coniques.

La plus
géométrique est
celle qui définit
ces courbes com-
me intersection
dun plan (P) et
dun cbne de
révolution (") de
sommet O et
dangle au som-
metg .
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Si I'on nomme o |'angle aigu que fait le plan avec |'axe du cone on ales
intersections suivantes :

s Og(P) s Oe (P)
a<6 Hyperbole (1) Deux génératrices du cone (4)
_ Une génératrice
=0 REERE) du cone (P) est tangent au cone (5)
. Le sommet O
a>0 Ellipse (3) du cBne (6)

On retrouve ainsi les trois familles de coniques, I'dllipse, la parabole et
I'hyperbole. Lorsqu'on les fait tourner autour de leur axe de symétrie ces trois
courbes générent des surfaces remarquables : I'ellipsoide, le paraboloide et
I'hyperboloide.

On peut également
définir les coniques comme des
ensembles de points vérifiant
certaines propriétés, par exemple,
apartir d'un foyer et d'une droite
directrice. Si I'on se donne dans
un plan une droite D, un point F
n'appartenant pasabD et unréel e
strictement positif, alors
I'ensemble des points M du
plan vérifiant la relation

MF _ Figure 2 - Définition a partir d'un point

MH ) et d'une droite directrice.
est I'ensemble des coniques,

H étant la projection orthogonale de M sur la droite D.
Si e est inférieur aun, c'est une dlipse.

Si e est égal aun, c'est une parabole.

Si e est plus grand que un, c'est une hyperbole.

On donne a e le nom d'excentricité, D est la directrice de la conique et F

est son foyer. La perpendiculaire d a D passant par F est un axe de symétrie de la
conique, c'est son axe focal.
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Le mouvement des planetes

En grec le mot planéte signifie astre errant, il n'est donc pas surprenant
de trouver, dans I'Antiquité, la Lune et le Soleil parmi les sept planétes connues
(la Lune, le Soleil, Mercure, Vénus, Mars, Jupiter et Saturne) la Terre étant
supposée fixe au centre de 'univers. Trés tot les astronomes comprirent que la
volte étoilée du ciel se déplacait dans un mouvement circulaire autour d'un axe
fixe, maisils attribuérent a tort ce mouvement aux astres, alors qu'il sagissait de
larévolution diurne de la Terre sur elle-méme. Cela permit de définir un monde
sphérique, avec un axe de rotation (I'axe des pbles) et un équateur céleste (le
grand cercle perpendiculaire al'axe de rotation). 11s remarquérent également que
le Soleil parcourait au cours d'une année un autre grand cercle incliné par rapport
a l'équateur. 1ls appelérent ce grand cercle I'écliptique, car c'est lorsgque la Lune
est proche de ce cercle qu'il y a des éclipses de Lune et de Soleil. Les directions
des intersections de I'écliptique et de I'équateur définissent les directions des
équinoxes et les deux directions perpendiculaires définissent les directions des
solstices. Le passage du Soleil dans ces directions marque le début de chaque
saison astronomique.

Les grecs pensérent, dans un premier temps, représenter le mouvement
du Soleil par un mouvement circulaire uniforme, ce qui devait entrainer des
durées de saisons égales. Or ils s'apercurent dés I'époque de Méton (Ve siecle
av. J.-C.) que ce n'était pas le cas. Si les durées des saisons ne sont pas égales
entre elles, aors la vitesse angulaire du Soleil vue depuis la Terre n'est pas
constante. Voulant garder a tout prix des mouvements circulaires uniformes, ils
imaginérent deux solutions équivalentes pour " sauver les apparences” : le cercle
excentrique et le systeme des épicycles. Dans le systeme excentrique, les astres
se meuvent toujours d'une vitesse uniforme sur un cercle, maislaTerre n'est plus
au centre de ce cercle, elle est excentrée. Dans le systeéme des épicycles, |'astre
décrit a vitesse constante un petit cercle (I'épicycle), dont le centre décrit a la
méme vitesse, mais de sens inverse, un plus grand cercle (le déférent) centré sur
laTerre. La seconde solution al'avantage de laisser la Terre au centre de l'univers.

L'équivalence de ces deux solutions est de nouveau rattachée au hom
d'Apollonius de Perge. Avec ces deux solutions, ladistance Terre-Soleil n'est plus
constante, il y a deux valeurs extrémes que I'on homma périgée pour la plus
proche et apogée pour la plus lointaine.

Les grecs inventerent un systéme encore plus complexe, I'équant, dans
lequel la Terre est excentrée et ou le Soleil décrit un cercle a vitesse angulaire
constante non par rapport au centre du cercle mais par rapport a I'éguant, point
symétrique de la Terre par rapport au centre du cercle ! Ces systémes furent
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Figure 3 - Le systéme des excentriques et le systéme des épicycles.

utilisés pour modéliser le mouvement des planétes. Au milieu du deuxieme siecle,
I'astronome grec Claude Ptolémée (v. 100 - v. 170) écrivit un traité d'astronomie
La grande syntaxe mathématique - également connue sous le nom de sa
traduction arabe, I'Almageste - dans lequel les mouvements des sept planetes
étaient décrits a l'aide de ces artifices. Ce traité, largement commenté par les
astronomes arabes, resterala source des calculs des positions des planétes jusgu'a
I'époque de Kepler.

L'abandon du cercle au profit de I'élipse

Une premiére révolution dans le monde de I'astronomie eut lieu au XV1e
siecle avec la publication en 1543 du De revolutionibus orbium coelestium de
|'astronome polonais Nicolas Copernic (1473 - 1543) dans laquelle on passa du
systéme géocentrique au systéme héliocentrique. Cela permettait de ssmplifier
grandement la cinématiqgue du mouvement des planéetes élaborée pour tenir
compte des rétrogradations observées depuis la Terre. La deuxiéme révolution fut
I'amélioration des observations, notamment celles de la planéte Mars, par
|'astronome danois Tycho Brahe (1546 - 1601). En science, une théorie reste
valide tant qu'elle est conforme avec les observations. Or, |es positions, tirées des
tables des mouvements, ne permettaient pas de retrouver les observations de Mars
faites par Tycho Brahe, les écarts éaient de I'ordre de huit minutes d'arc, ce qui
était supérieur aux erreurs de mesure des observations. Il fallait donc renoncer
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aux combinaisons de mouvements
circulaires et a I'équant. Ce fut I'cauvre
del'astronome allemand Johannes Kepler
(1571 - 1630) qui élaboratroislois pour
définir le mouvement des planétes autour
du Soleil.

Pour les établir Kepler a
bénéficié de deux circonstances favora-
bles. D'une part I'excentricité de I'orbite
terrestre est trés faible : latrgjectoire de
la Terre est bien représentée avec un
cercle excentrique, ce qui a facilité la
transformation des observations géo-
centrigues de Mars en observations
héliocentriques. D'autre part les
observations de Tycho Brahe étaient

Leslois de Képler

La premiere loi stipule que les planétes
décrivent des orbites planes et elliptiques
autour du Soleil et que le Soleil occupe un des
foyers de Il'ellipse (1609) ; en fait cette
deuxieme affirmation n'est pas tout a fait
exacte, c'est le centre de gravité des deux
corps qui se trouve au foyer de I'ellipse.

L a seconde loi, appelée loi des aires, stipule
que les rayons vecteurs joignant le centre du
Soleil a la planéete décrivent des aires égales
en des temps égaux (1609).

Enfinladerniereloi stipule que les carrés des
périodes de révolution des planétes sont
proportionnels aux cubes des demi-grands
axes des ellipses (1618).

suffisamment imprécises pour que I'on

puisse les représenter par un mouvement elliptique. En effet |'orbite réelle de
Mars n'est pas une ellipse parfaite a cause des perturbations dues aux autres
planetes. Si les observations avaient été plus précises la solution purement
elliptique n‘aurait pas permis de les représenter. Les lois de Kepler résultent de
I'observation. Il faudra attendre le savant anglais Sir Isaac Newton (1643 - 1727)
pour en avoir une démonstration mathématique fondée sur ses lois de la
mécanique et de la gravitation universelle.

Dans un premier temps, Newton répond a une question de son ami
Edmund Halley qui lui avait demandé qu'elle serait |a trgjectoire d'une planéte
soumise a une force centrale dont I'intensité est inversement proportionnelle au
carré de la distance (ce qui est le cas de la gravitation). Il démontra que la
trajectoire est une ellipse contenue dans un plan fixe. Dans cette démonstration
De motu corporum in gyrum, 1684, Newton n'utilise que des arguments
géométriques. Newton est le pére de la mécanique moderne dont il définit les
principes dans ses Philosophiae Naturalis Principia Mathematica publiés en
1687. Le formalisme classique que I'on utilise de nos jours et qui exprime la
vitesse comme la dérivée de la position par rapport au temps et I'accélération
comme ladérivée de lavitesse, fut formulé en 1698 par |e mathématicien francais
Pierre Varignon (1654 - 1722) lors de deux communications a l'Académie royale
des sciences. On peut aors montrer de fagon générale que latrajectoire d'un corps
soumis alagravitation est une conique dont la forme dépend de lavitesseinitiale
du corps.
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En fait les lois de Kepler
ne sont valables que si on ne
considére que deux corps en
mouvement, seul cas ou le
probléme est totalement intégra-
ble.

Le mouvement képlérien
sur une orbite elliptique

Pour décrire le mouve-
ment képlérien du corps A sur son
orbite on utilise un systéme de
coordonnées polaires ayant pour
origine le foyer de I'ellipse occupé
par le Soleil. Ce systéme est formé de deux variables : le rayon vecteur r et
['anomaliev .

Figure 4 - Mouvement elliptique

On peut également exprimer ces variables en fonction de deux autres
angles centrés en O centre de I'ellipse. Soit A la position de I'astre sur son orbite,
soit A' la projection normale a I'axe focal du point A sur le cercle de centre O et
de rayon a. L'anomalie excentrique E est I'angle entre le point A" et la direction
du périhélie ; le moyen mouvement M est I'angle entre le point A et la direction
du périhélie. M peut étre considéré comme I'angle polaire d'un maobile B qui suit
ou qui précéde |'astre A sur son orbite et qui est animé d'un mouvement circulaire
uniforme devitesseangulairen =27 /T, T éant |la période de révolution de |'astre.

Cas du probleme des n corps

Lorsque le nombre de corps est supérieur a deux, le probléme n'est plus
intégrable, il n'a pas de solution exacte. Dans ce cas on utilise, soit des méthodes
dintégrations numériques des équations du mouvement, soit des méthodes
analytiques de perturbations. Dans ce dernier cas on perturbe la solution
principale, c'est-a-dire I'ellipse képlérienne du probléme des deux corps Soleil-
planéte, par |'action des autres planétes. .

Alors l'orientation du plan de I'orbite Pour en savair plus

ainsi que l'orientation et la forme de . o : :

l'ellipse dans ce plan ne sont plus E. Llln.der.nann, Ilvlecanlqug, une introduction
; > par I'histoire de |'astronomie, 1999, De Boeck

constants et dépendent du temps. MaisS yniversité.

c'est une autre histoire...
PR. Sir I. Newton, de la gravitation, suivi de du
mouvement des corps, 1995, Tel Gallimard.
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En 1666, Newton eut une intuition géniale : comme les pommes qui
tombent des arbres, la Lune est soumise a une force dont la Terre est la source.
Cette force oblige la Lune a se départir de son mouvement naturel rectiligne et
uniforme pour suivre une orbite quasi-circulaire autour de la Terre. Newton
détailla la forme de cette force de gravitation universelle : elle est radiale (la
direction de la force passe par le centre des corps qui interagissent) et son
intensité est proportionnelle au produit des masses des deux corps et a l'inverse
du carré de leur distance. Lorsque seulement deux corps interagissent la situation
est relativement simple. Newton démontra que la trajectoire de ceux-Ci
seffectuait dans un plan et ne pouvait étre qu'une conique (courbe que I'on obtient
en faisant I'intersection d'un plan et d'un cone, voir |'article de Patrick Rocher).
L e type de conique effectivement emprunté par les corps dépend de leur énergie
totale, somme de I'énergie de mouvement (cinétique) et de I'énergie de liaison
(gravitationnelle) : trop d'énergie de liaison gravitationnelle et la trajectoire sera
fermée (cercle ou ellipse), trop d'énergie cinétique et la trajectoire sera ouverte
(parabole ou hyperbole).

Figure 1 - Coniques et trgjectoires du probléme a deux corps
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Dés qu'un troisiéme larron entre en scene la situation se complique tres
fortement. Le cas de la Lune est d'ailleurs emblématique a ce sujet. Si pendant
guelques jours on peut rendre compte du mouvement lunaire en invoguant la
Terre seule, on constate bien vite que I'élipse initide se déforme constamment
sous l'influence de perturbations : I'axe de I'ellipse tourne dans un sens, le plan
contenant la trajectoire tourne dans |'autre, etc.

L'origine de ces perturbations est claire : méme sil se trouve en moyenne
400 foisplusloin quelaTerre, le Soleil est environ 330 mille fois plus massif que
notre planéte. Un calcul grossier montre donc que si la force de gravitation
exercée par laTerre sur laLune est prise pour unité, celle exercée par le Soleil sur
la Lune vaut 330 000/400%soit environ 2 ! La Lune ne devrait donc pas étre un
satellite de laTerre mais plutét du Soleil, satrgjectoire n'est donc pas une solution
du probléme a deux mais bel et bien atrois corps !

Le mouvement de la Lune apparait si finement complexe aux
observateurs que d'éminents astronomes, comme Clairaut et d'Alembert,
proposent au XVIlI¢ siecle de modifier la forme de la force de gravitation de
Newton. Mais rien n'y fit et la prévison du mouvement savéra toujours
imprécise. Comprenant |'inadéquation de ces termes superflus, le génial Lagrange
introduisit la notion de perturbation : puisque les paramétres définissant les
orbites sont constants dans |e cadre du probléme a deux corps, I'introduction d'un
troisiéme pourrait étre prise en compte en supposant que ces constantes
deviendraient des fonctions du temps ! 1l suffit pour cela d'ére capable d'écrire
les équations régissant la dynamique de ces parametres. Le succes est au rendez-
vous, outre la prédiction effective de la valeur de la période du mouvement de la
ligne des noauds (intersection entre le plan orbital de laLune et celui delaTerre),
il pose les bases de la physique moderne en déduisant la mécanique de concepts
géométriques.

Lagrange propose auss |'une des
seules solutions simples pour I'équilibre du
probléme destrois corps dansle casou I'on
suppose que deux de ces masses, notées
m, et m,, sont en orbite circulaire et la
troisieme est négligeable devant les deux
autres. Les fameux points de Lagrange
issus de cette analyse sont aujourd'hui bien
connus.

L, et L, situés sur |'axe mym, sont
souvent utilisés comme camp de base pour

des missions spatidles (méme sils sont Figure 2 - Points de L agrange
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généralement instables dans une direction de |'espace et nécessitent donc un
repositionnement périodique). On a longtemps pensé qu'il pouvait y avoir une
planéte inconnue en L5, qui est aussi un point instable. Les pointsL, et L, quela
force dinertie - en les écartant de |'axe de rotation - parvient dans certains cas a
stabiliser, se voient le refuge de nombreux corps dans les différentes
configurations offertes par les objets cosmiques (satellites troyens situés aux
points de Lagrange du systeme Soleil-Jupiter ; Calypso et Télesto situés aux
points de Lagrange du systéme Saturne-Thétys ; etc.).

Contrairement a ce
que I'on croit ou lit un peu
partout, le probleme des
trois corps est maintenant
résolu dans un cas trés
général, méme si I'on ne fait
pas d'hypotheses simplifica-
trices!
Cependant Poincaré montra
alatoute fin du XIX¢ siécle
que lastructure géométrigue
de l'ensemble des points
accessibles en position et en
vitesse par lestrois corps est
d'une complexité redoutable.
Techniquement, I'illustre ma- Figure 3 - Position des astéroides troyens
thématicien montra que ce
systéme n'est pas algébriquement intégrable, c'est-a-dire que I'on ne peut pas
trouver suffisasmment de grandeurs constantes intervenant dans le probléme pour
ramener son étude aun cas ssimple. |l n'en demeure pas moins qu'au tout début du
XXe siecle le mathématicien finlandais Karl Sundman exhiba une solution
générale (analytique) sous laforme d'un développement en série en fonction d'un
paramétre qui se substitue au temps. La restriction du nombre trois a méme été
levée récemment par le mathématicien chinois Q.-D.Wang qui donne en 1991 une
solution globale pour le probléme a n corps. Tout le probleme réside dans la
nature de la fonction venant remplacer le temps qui conféere au développement, et
donc a la solution, des propriétés de convergence effective mais d'une lenteur
irremédiable ! C'est ce dernier élément qui rend la solution de Wang trés
complexe voire chaotique ...

L e probléme académique de deux corps en interaction gravitationnelle se
réduit (dans le cas d'une trgjectoire eliptique) a la donnée d'un couple formé

26



d'une amplitude et d'une période. Pour latrgjectoire circulaire cette amplitude est
simplement le rayon du cercle et cette période est simplement le temps mis par le
corps pour effectuer un tour. Dés I'Antiquité, on comprit que I'on pouvait raffiner
la description de ce mouvement dans le cas des planétes en rgjoutant des
épicycles, c'est-a-dire des cercles tournant autour d'un centre se déplacant sur le
cercle principa. Techniguement cela revient a rajouter des couples amplitude-
période secondaires au couple principal. Si les perturbations se ragjoutant au
probléme académique se révélent de faible ampleur, les amplitudes secondaires
décroissent trés rapidement et |'approximation est de bonne qualité pendant un
tempsraisonnable. Si par contre, comme c'est |e cas dans|e probléme général des
trois corps et comme le montre la solution de Sundman, I'amplitude associée a
chague mode secondaire ne décroit que trés lentement au fur et a mesure du
développement, la trgjectoire se complique fortement. Dans le cas limite d'une
trajectoire décomposable en la somme d'une infinité de périodes d'égales
amplitudes on obtient une solution complétement erratique que I'on ne peut
décrire que de facon probabiliste : c'est le chaos!

Dansle cas des problémes gravitationnel s tels que I'on peut les rencontrer
dans le systéme solaire, le chaos est donc la régle si I'on cherche a décrire la
trajectoire des corps sur de longues échelles de temps (pour la trajectoire des
planétes, le temps caractéristique d'apparition du chaos est de I'ordre de la
centaine de millions d'années). Il n'en demeure pas moins vrai qu'un certain
nombre de mécanismes physiques peuvent toutefois faire apparaitre un peu
d'ordre dans ce qui semble inextricablement mélé ! Le principal de ces
mécanismes consiste en un couplage entre certains modes basé sur la" commen-
surabilité " des périodes associées : la résonance. L'exemple de la balangoire est
ici tres instructif. Il est bien connu des enfants que I'on peut déclencher puis
entretenir ou méme ralentir le mouvement d'une balangoire sur laquelle on apris
place. Il suffit pour cela d'entreprendre des mouvements de jambes avec une
période particuliere, adaptée a la balancoire. L'amplitude et la période du
mouvement de la balancoire se trouvent alors couplées a celles des jambes.

L'expérience (et le calcul) montre que I'on peut stabiliser certaines
périodes, celles correspondant au mouvement apprécié, ou a l'inverse séloigner
de certains mouvements peu intéressants comme I'immabilité... Dans le contexte
de lamécanique céleste il en vade méme! Le couplage inéluctable qui se produit
entre les divers couples amplitude-période existant dans le développement des
trajectoires des divers objets célestes, conduit tantdt a favoriser certaines
configurations (la planéte Mercure fait trois tours sur elle-méme en faisant deux
tours autour du Soleil, les satellites de Jupiter ont des périodes astucieusement
reliées, etc.) tant6t a I'éviction de certaines trgjectoires (la ceinture d'astéroides

27



possede certaines lacunes - dites de Kirkwood, les bords de I'anneau de la planéte

Saturne sont nets, etc.).

Figure 4 - Leslacunes de Kirkwood.
Répartition des astéraides en fonction de leur distance au Soleil.

Enfin, certaines configurations stabilisent certaines propriétés de I'orbite
descorps: I'inclinaison de I'axe derotation de la Terre est stabilisée par larotation

synchrone de la Lune. Sans cette
derniére, et donc sans cette stabilisation,
comme I'a montré Jacques Laskar, le
climat terrestre varierait plus fortement
et plus rapidement avec des conséquen-
ces notables pour le développement de
lavie a sa surface. Vous ne seriez peut-
étre pas |a pour lire ce texte !

J.P.
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La géométrie que nous utilisons habituellement est fondée sur un traité
rédigé au I11° siécle avant notre ére par le mathématicien grec Euclide. La grande
originalité du traité d'Euclide fut de proposer un ensemble de cing propositions,
considérées comme Vvérités simples et évidentes, a partir desquellesil déduisit par
le raisonnement toute la géométrie alors connue depuis Thalés. Le cinquieme
postulat, dit postulat des paraléles, est le plus intéressant pour notre propos.
Euclide explique d'abord que deux droites situées dans le méme plan sont
paraléles si elles ne se rencontrent pas. |l postule ensuite que par un point il ne
passe gu'une et une seule droite paralléle a une droite donnée. Pendant plus de
deux mille ans, ce postulat fut considéré comme intuitivement évident méme si
certains géomeétres, dont Euclide [ui-méme, étaient génés par I'impossibilité de le
vérifier par I'expérience. Ce n'est qu'au X1X¢ siécle que les mathématiciens furent
assez hardis pour transgresser |e postulat des paralléles et construire de nouvelles
géométries (figure 1). Afin de disposer de notions de distance et de durée, le
physicien, guidé par des principes et des expériences, doit choisir lagéométrie la
mieux adaptée a notre espace-temps. En choisissant |la géométrie euclidienne
pour décrire notre espace physique, il fait une hypothese physique qui n'est en
aucun cas une nécessité logique. Examinons quelles furent les raisons qui
motiverent les choix des physiciens.

euclidien sphérigue hyperboligue
i,
v (44
(%
(a) (b) i)

Figure. 1 : (&) Pour un espace euclidien a deux dimensions, les angles d'un triangle satisfont
a+p+7—m =(0. Les géométries sphérique (b) et hyperbolique (c) ne satisfont pas le
cinquieéme postulat d'Euclide. Pour le cas sphérique (b) la somme des angles d'un triangle est
reliée asasurface par a+p +Y -7t =aire/R? ou R est le rayon de la sphere, alors que dans le
cas hyperbolique (c), elle satisfait a.+p+7 -7 = -aire/R% Tous ces espaces sont homogeénes
et isotropes et leurs équivalents tridimensionnels jouent un réle central en cosmologie.
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L'espace-temps de Galilée-Newton

La physigque newtonienne repose sur la notion de simultanéité temporelle
absolue : tous les observateurs, quelque soit leur position et leur état de
mouvement, peuvent affirmer sans ambiguité que deux évenements ont lieu en
méme temps. Le passé, e présent et |e futur sont donc des notions absol ues.
L'espace physique est représenté par un espace absolu. Chaque point est
caractérisé par ses coordonnées, ¢'est a dire un triplet de nombres réels puisque
I'espace a trois dimensions. On postule qu'il existe des systemes de coordonnées
cartésiennes, tels que la distance entre deux points est calculable grace au
théoréme de Pythagore. L'espace est donc représenté par un espace euclidien de
dimension 3, E;. Un repere de I'espace absolu est matérialisé, dans I'espace
physique, par un systéme de référence qui est un triedre solide, ¢'est a dire un
ensemble d'objets matériels dont les distances sont invariables dans le temps. Il
est construit & partir d'instruments que |'expérience permet de considérer comme
solides. Ce référentiel est " bon " s, a la précision des mesures, toutes les
propriétés euclidiennes des figures sont vérifiées. Si ce n'est pas le cas, c'est qu'a
priori ces instruments ne sont pas vraiment rigides. Des écarts systématiques aux
prédictions euclidiennes impliqueraient que cette représentation n'est pas
adéquate.

Le temps est représenté par un espace euclidien a une dimension, E;. Il
est absolu et matérialisé par des horloges. Une" bonne" horloge mesure, quelque
soit son état de mouvement, des durées en conformité avec les lois de la
dynamique écrites en fonction du temps absol u.

Leréférentiel matérialisant |e repére absolu doit étre au repos afin que les
points de Eg puissent étre identifiés a des points matériels qui y sont immobiles.
Selon le principe de relativité formulé par Galilée, les lois de la dynamique sont
les mémes dans tout référentiel en mouvement rectiligne et uniforme par rapport
au référentiel absolu (ces référentiels sont dits inertiels). Les lois de la physique
ne permettent donc pas de distinguer I'état de repos absolu des mouvements
rectilignes uniformes et donc d'associer de fagon privilégiée un point de |'espace
aun instant donné a un autre point de I'espace a un instant suivant. Nous devons
donc considérer une structure a quatre dimensions dans lequel les espaces
euclidiens a chague instant sont indépendants les uns des autres, mais
sassemblent pour former un tout cohérent, |'espace-temps (figure 2).

On appelle événement un point de cet espace-temps. Le mouvement de
tout corps est représenté par une ligne d'univers, qui se réduit a une ligne droite
pour les mouvements inertiels. Un événement se trouve dans le futur d'un autre
sil est possible de I'atteindre avec une vitesse finie.
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Figure 2 : L'espace-temps de Galilée- B

Newton représente l'espace par un espace A Cr
euclidien a trois dimensions et le temps par L\ - / Vi
un espace euclidien a une dimension. Le A /A
principe de relativité galiléenne implique ez iy A
quil n'existe pas didentification privilégiée . \ Sy /
entre les points de I'espace a deux instants - x‘/
consécutifs. Deux observateurs inertiels qui A Ey b/
coincident & l'instant t; (A et C) peuvent se ya //: \ e
considérer également au repos et " trans- s bt
porter " avec eux leur référentiel. e | \

Soulignons une propriété importante de cette structure. Si deux
voyageurs se retrouvent apres des périples différents, la durée de leurs voyages
seralaméme. Leurs montres, synchronisées au départ, doivent indiquer laméme
heure al'arrivée. Si ce n'était pas le cas, cela signifierait que les montres ne sont
pas " bonnes " mais si un grand nombre d'expériences donnaient
systématiquement un écart a cette prédiction, il faudrait conclure que |'espace-
temps de Newton n'est pas une représentation correcte de |'univers physique réel.

La Relativité Restreinte

Cette description a changé au début du XX° siecle. La raison se trouve au coeur
des lois de I'électromagnétisme qui impliquent que dans le vide la lumiére se
propage a une vitesse finie. Selon la cinématique galiléenne, s cette vitesse est
mesurée avec une valeur ¢ dans un référentiel, un observateur animé d'une vitesse
constantev par rapport a ce référentiel devrait vérifier que la lumiére se propage
aunevitesse c+v . Cependant le principe de relativité galiléenne implique que les
lois de I'él ectromagnétisme sont les mémes dans tous les référentielsinertiels. On
devrait donc y mesurer la méme vitesse de lalumiére. D'ou contradiction !

Ceci mit Albert Einstein sur la voie de sa théorie de la relativité restreinte.
Einstein réaffirme le principe de relativité puis postule que lalumieére se propage
alaméme vitesse ¢ dans tous les reperes inertiels, ce qui est expérimentalement
vérifié. Les lois de la cinématique galiléenne, testées pour des vitesses petites
devant celle de lalumiére, ne peuvent donc étre qu'une approximation d'une loi
plus générale qui doit avoir la propriété que c+v = ¢ quelque soit la vitesse v !
Ceci aune implication illustrée par le paradoxe du train. Deux éclairs tombent a
['avant et al'arriére d'un train en mouvement. Pour un observateur au bord de la
voie, au milieu des deux points dimpact, les éclairs apparaissent simultanés.
Cependant, une observatrice se trouvant au milieu du train percoit I'éclair tombé
al'avant du train avant celui tombé al'arriére puisgu'elle se déplace vers le point
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dimpact qui acoincidé avec I'avant du train. Lalumiére se propageant ala méme
vitesse dans tout référentiel inertiel, I'éclair a d'abord di tomber sur |'avant du
train. Pour elle, les deux éclairs ne sont pas simultanés !

La constance de la vitesse de la lumiere oblige ainsi & abandonner les
notions de simultanéité et de temps absolu, qui ne sont ancrées dans notre
intuition que parce que la vitesse de la lumiére est extraordinairement grande
devant celles rencontrées dans la vie ordinaire. Le principe de relativité
galiléenne nous avait déjaforcé a abandonner la notion d'espace absolu, le temps
perd a son tour ce statut. La seule fagon de rendre compte de toutes ces propriétés
est de changer la représentation de I'espace-temps.

En relativité restreinte, les événements sont représentés par un ensemble
de points a quatre dimensions, |'espace-temps absolu. Les propriétés, et en
particulier la structure du cone de lumiére, décrites figure 3, nous aménent a
postuler que la distance généraliste entre deux événements de coordonnées
respectives: (T, X,Y, Z) et (T+ 3T, X+ 3X,Y+3Y,Z+5Z) et

0 =-CCOT?+3X?40Y2 4522

Cette expression est similaire a la distance euclidienne a I'exception du
signe - devant le premier terme. Le temps coordonnée T n'est |e temps mesuré par
un observateur que s’ il est au repos dans notre référentiel. Le temps mesuré dans
son référentiel est donnée par s, qui est toujours plus petit que T ; il Sagit du
phénomeéne de dilatation du temps. La distance, ainsi définie, est identique pour
tout observateur inertiel : des observateurs peuvent mesurer une distance spatiale
et une durée différentes entre deux évenements mais doivent obtenir la méme
valeur de la distance généralisée. Cette situation est analogue a celle que I'on
rencontre en géomeétrie euclidienne lors de la rotation du systéme de coordonnées :
les coordonnées des points ont éé modifiées mais les distances qui les séparent
sont restées inchangées.

L 'espace-temps de larelativité générale

Galilée comprit que si I'on supprimait la résistance de l'air, tous les corps
tomberaient de la méme fagon quelque soit leur masse et leur composition
chimique. Ce principe d'universalité de la chute libre, vérifié expérimentalement
avec une précision de 10%, est le fondement de notre compréhension de la
gravitation.

Imaginez deux observateurs en chute libre (c'est a dire qu'ils suivent leur
trajectoire sous I'effet de lagravitation seule) et n'ayant aucun repére extérieur. |ls
concluront qu'ils sont immobiles I'un par rapport a l'autre, comme sils n'étaient
pas affectés par la gravitation, simplement parce qu'ils tombent avec la méme
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Figure 3: L'existence d'une vitesse universelle a de nombreuses implications pour la structure de
|'espace-temps de Minkowski.

(a) En retirant une dimension spatiale pour les besoins de |a représentation, un flash de lumiére
émit en O décrit un demi cOne de sommet O. Pour toute particule massive ayant une vitesse
inférieure a ¢, la tangente a sa ligne d'univers doit se trouver a l'intérieur de ce cone de lumiére.
L'événement P, a l'intérieur du céne de lumiére de sommet O, peut étre relié par une ligne
d'univers: P est dansle futur de O. L'intervalle OP est de genre temps, OP*<0. Ce n'est pas le cas
de I'évenement Q. L'intervalle OQ est de genre espace (OQ*>0) et il existe alors un référentiel
inertiel dans lequel O et Q sont des événements simultanés.

(b) L'inégalité triangulaire (AB+BC> AC en géomeétrie euclidienne) prend laforme AB+BC< AC,
|'égalité n'étant atteinte que si les trois évenements sont alignés, ¢’ est adire sur laligne d'univers
d'un observateur inertiel. Ainsi, de deux voyageurs joignant A a C, celui qui effectue le voyage
de fagon inertielle mesurera un temps de voyage plus long.

(c) L'espace-temps de la relativité générale est courbe. En chague point on peut définir un cone
de lumiére mais ceux-ci différent d'un point al'autre de I'espace-temps.

accélération. Ainsi, I'universalité de la chute libre implique qu'en se plagant dans
un référentiel en accél ération on peut effacer un champ de gravitation. Cet " effa-
cement " de la gravitation, qu'Einstein appellera principe d'éguivalence, n'est
cependant possible que localement.

Le point de vue d'Einstein sera de considérer les mouvements de chute
libre comme des mouvements " naturels ", au méme titre que les mouvements
inertiels. Il montrera que I'on peut rendre compte de ces mouvements en
considérant que |'espace-temps est courbe. Einstein comprendra que I'origine de
cette courbure est due a son contenu matériel si bien que la gravitation n'est que
la manifestation de cette courbure.

Cette représentation de la gravitation est trés différente de celle de
Newton. Tant que les champs de gravitation sont faibles et que les vitesses sont
petites devant celle de la lumiére, les deux théories donnent les mémes
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prédictions. Dans des champs de gravitation intenses ou pour décrire le
comportement de la lumiére, ce sont celles de la relativité générale qui ont été
vérifiées avec une grande précision.

On peut utiliser la théorie d'Einstein pour déterminer la géométrie de
notre univers et construire un modéle cosmologique. Par I'observation, |'univers
semble isotrope autour de nous. On postule généralement que nous n'occupons
pas une place particuliére dans I'univers (c'est le principe copernicien) s bien
gu'aux plus grandes échelles, I'univers serait spatialement homogene et isotrope.
Seules trois géométries satisfont ces criteres (fig. 1). La relativité générale
implique alors que I'espace doit se dilater au cours du temps, une nouvelle
propriété qui peut nous sembler inattendue, mais qui elle aussi est confirmée par
I'observation : I'univers est en expansion.

Conclusion

L 'électromagnétisme et la gravitation, avec en filigrane le principe de relativité,
nous ont forcé a changer nos représentations géométriques de |'espace et du temps
pour les décrire par un espace-temps courbe avec, aux échelles cosmologiques,
un espace en expansion.

Les développements de la physique théorique remettent en cause dautres
propriétés de I'espace. 1l aurait probablement des dimensions supplémentaires.
D'autre part, les distances les plus petites testées en accél érateur sont de I'ordre de
10* métres et la cosmol ogie donne acces a des distances de |'ordre de 10 métres.
Il est probable qu'a plus petite échelle, de I'ordre de 10 métres, il soit nécessaire
d'abandonner la continuité de I'espace et d'introduire une " distance minimale ".
L es mathématiques et la géométrie offrent de nombreuses structures capables de
rendre compte du monde physique. La
précision des expériences et la
compréhension de la nature augmen- Pour en savoir plus
tant, nous devons parfois changer de
structure afin de rendre compte des N. Deruelle et J-P. Uzan, Mécanique et
phénoménes. La représentation de gra\./itat.ion newtolnienngQ Vuibert 2007 (en
I et du temos en est un bon particulier les sections 1 a 4).

espace p
exemple. Aucune structure n'est donnée . per uelle et J.-P. Uzan, Relativité restreinte
apriori, le physicien doit toujours faire et électromagnétisme, Vuibert 2010 (&
un choix, guidé par certains principes, paraitre).
et seule I'expérience permet de valider

ces choix. R. Penrose, A la découverte des lois de

|'univers, O. Jacob 2007 (chapitres 17 et 18).
JPU. S (chep )
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La cosmologie se fonde sur la constatation que la gravitation est la seule
interaction agissant agrande échelle de distance. Ses modéles sont construits dans
le cadre de la relativité générale, théorie de la gravitation exposee par Albert
Einstein en 1915. Dans celle-ci, la gravité n'est rien d'autre que la manifestation
de la courbure de I'espace induite par la matiére et |'énergie qu'il contient. Ains,
pour connaitre lagéométrie de l'univers, il est suffisant d'en déterminer le contenu
et, selon la valeur obtenue, I'espace adopte |'une des trois géométries décrites par
Jean-Philippe Uzan dans I'article précédent.

Que dire de laforme et de I'extension de l'univers ?

Pourtant, cette mesure n'est pas suffisante pour fixer complétement la
forme globale de l'univers car la géométrie est une notion purement locale,
permettant par exemple de calculer la distance entre deux points. Habitant sur la
Terre sphérique, notre voisinage est un plan limité par I'horizon et longtemps
['Homme aimaginé évoluer sur une Terre plate avant de comprendre qu'elle était
sphérique. Ce biais mental nous pousse a attribuer al'espace entier des propriétés
gue nous ne déterminons que localement et conduit a utiliser les représentations
globales les plus simples pour décrire I'espace. Ainsi, nous pensons |'univers
comme un espace euclidien a trois dimensions. Si I'on y réfléchit, nous n‘avons
pas plus de raisons de croire que notre univers est ainsi fait que les anciens n'en
avaient de croire que la Terre était plate. De plus, il nous semble qu'une Terre
plate ne peut étre qu'illimitée ou limitée par un bord ; il en vade méme pour notre
univers si sa géomeétrie est euclidienne. Mais I'idée d'un bord nous répugne, car,
dirat-on toujours, qu'y at-il derriere le bord ? Un espace de géométrie
euclidienne est donc généralement regardé comme illimité, et nous pensons ainsi
notre univers.

Pourtant les mathématiciens ont étudié des surfaces a la fois finies et
dépourvues de bord : la sphére en est un exemple. Pour en construire une autre,
découpez un long rectangle dans une feuille de caoutchouc. En collant |'un contre
l'autre ses deux grands cotés vous obtiendrez un tuyau cylindrique terminé a
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chague extrémité par une circonférence formeée par le petit coté du rectangle. En
collant I'une contre I'autre ces deux circonférences vous voila avec une sorte de
chambre a air de bicyclette, un tore disent les mathématiciens. Une fourmi qui sy
déplace n'est nullement limitée dans ses mouvements. Et pourtant, le domaine qui
lui est accessible est d'aire finie, égale a celle du rectangle initial, et ne possede
pas de bords. Remarquons que ces opérations de collage et de déformation
élastique reviennent a déclarer identiques deux cotés opposés du rectangle. Cela
revient a dire qu'une fourmi se déplacant a la surface du rectangle et atteignant
I'un de ses cbtés ne sort pas du rectangle, elley entre par le coté opposé. Il lui est
alorsimpossible de quitter la surface délimitée par les cotés du rectangle.

Il est clair que si lataille de I'univers observable est gigantesque, il est
difficile de reconnaitre si les lignes que nous appelons droites ne sont pas en
réalité des courbes immenses se refermant sur ellessmémes. Cette idée n'est pas
plus paradoxale que ne pouvait I'ére pour un homme primitif I'idée qu'en
marchant constamment droit devant Iui, versl'est, il finira par retrouver son point
de départ, ou il arriveraen venant de l'ouest. L'univers pourrait donc " se refermer
sur lui-méme ", étre fini et sans bord.

Comment la fourmi peut-€lle se rendre compte de |'étrangeté de
son espace vital sans en quitter la surface ?

En marchant ! Elle repere un point de départ, Sen éoigne et cherche tous
les chemins qui y reviennent. Elle peut commencer par avancer dans une
direction quelconque avant de rebrousser chemin en faisant un boucle ; c'est le
classique " demi-tour ". Mais il existe deux directions remarquables qui la
raméneront a son point de départ. Notre fourmi peut décrire une petite
circonférence du tore, c'est-a-dire parcourir en alant toujours tout droit une
distance égale a I'un des petits cotés du rectangle. Elle peut aussi décrire une
grande circonférence, égale a l'un des grands cotés du rectangle. On peut
démontrer que tous les autres chemins qui rameénent la fourmi a son départ se
construisent a partir de ces deux-1a, en parcourant un certain nombre de petites
circonférences et un certain nombre de grandes, dans un sens ou dans |'autre. Une
foiscetravail réalisé, lafourmi sait qu'elle n'évolue pas sur un plan infini car dans
cecasil n'y aurait qu'une seule fagon de revenir au point de départ : en suivant le
classique chemin en boucle.

Quefaire si les distances a parcourir sont trop grandes ?

La fourmi va utiliser la lumiére en guise de chaine d'arpenteur. La
lumiére d'une source placée ala surface du tore doit épouser celle-ci et plusieurs
cheminslui permettent d'atteindre lafourmi. Un rayon peut atteindre lafourmi en
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suivant le chemin le plus court mais aussi, partant dans la direction opposée, en
faisant un tour complet du tore. |l peut aussi senrouler un certain nombre de fois
autour de la petite circonférence et un certain nombre de fois autour de la grande.
Comme dans une piéce remplie de miroirs, il est aisé de comprendre que cette
multiplicité de chemins se traduit par une multiplicité des images observées par

notre fourmi.

Quelle est la conclusion
de notre fourmi ?

Une unique hypothése lui
permet  dexpliquer toutes  ses
observations : son espace vital est un
plan infini recouvert de rectangles aux
contenus identiques, jointifs deux a
deux et se déduisant les uns des autres
par trandlation. Quand notre fourmi, se
déplacant en ligne droite, boucle un tour
du tore tout se passe comme s €elle
atteignait le point situé dans un
rectangle voisin. De son point de vue,
les multiples sources lumineuses
observées ne sont pas les images d'une
unique source ; elles sont bien réelles,
régulierement placées a l'intérieur de
chague rectangle. La structure parti-
culiére de son espace réel donne ains a
la fourmi [l'illusion de vivre dans un
espace infini. Non seulement il n'est pas
contradictoire pour un espace d'étre fini
et sans bords, mais il donne a ses
habitants I'illusion d'étre infini. (Existe-
t-il des espaces a trois dimensions finis
et sans bords ?

Bien sOr ! Il suffit de généraliser le
procédé de construction du tore en
remplacant le rectangle plan initial par
un parallélépipéde rectangle dont les
faces opposées sont collées deux a
deux. Pour " voir " le collage des faces
équivalentes |'une contre l'autre il

|
Universtorique

(a) Construction d'un univers torique a deux
dimensions par identification des faces

opposées d'un carré.

(b) Un étre vivant a la surface dun tore a

I'illusion d'évoluer dans un espace infini.
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faudrait I'effectuer dans un espace a quatre dimensions, inaccessible a nos sens.
Alors, la construction qui consiste a identifier mentalement les paires de faces
opposées prend tout son intérét. Le volume obtenu est un " hypertore " qui,
comme le tore, donnerait I'illusion & ses habitants de vivre dans un espace infini
gu'ils pourraient se représenter comme un réseau de parallél épipedes identiques,
parfaitement jointifs et

copies les uns des autres

(voir ci-joint).

L'espace présente
aing une structure triplement
périodique puisqu'il existe
trois directions particuliéres,
telles gu'en nous déplacant
en ligne droite selon I'une
d'elles, nous trouverons,
aprés avoir parcouru une
longueur déterminée, une
région de |'espace rigoureu-
sement identique a celle
d'oll nous sommes partis.

Sous cette forme, I'hypothese parait étrange et presque absurde ; elle |'est
peut-étre moins si I'on admet qu'en réalité, ce n'est pas en un lieu identique que
I'on arrive, mais exactement au lieu de départ, c'est-a-dire que la périodicité est
du méme type que celle constatée par notre fourmi en promenade sur un tore et
non celle que constaterait la méme fourmi en se déplacant sur un vaste mur
couvert de motifs se répétant périodiguement.

Comme pour letore lalumiére émise par une source peut aussi emprunter
plusieurs chemins pour nous atteindre. Une méme galaxie sera donc vue de
multiples fois dans différentes directions du ciel. Chaque galaxie de notre univers
ayant un grand nombre d'images, notre ciel nous apparaitra peuplé d'une myriade
de galaxies, fantdbmes issus d'une poignée de galaxies réelles (voir photo page
suivante).

Et que dire de notre univers ?

L 'une des plus grandes découvertes du X X¢ siécle se résume en une seule
phrase : I'univers a une histoire et, dans un passé lointain, il était extrémement
homogeéne, dense et chaud. Depuis, il est soumis a une expansion et il est le lieu
de la formation progressive des structures cosmiques, galaxies et amas de
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galaxies. Le principal vec-

teur des informations que

nous recevons du ciel est la

lumiere, qui se déplace a

vitesse finie. Ainsi, la

lumiéere met d'autant plus de

temps pour nous parvenir

gue sa source est lointaine :

regarder loin dans |'espace

c'est regarder loin dans le

passe. Comme les marins,

les astrophysiciens sont

limités par un horizon et en

parlant d' "univers " ils

pensent d'abord a " I'uni-

vers observable ", acces-

sible a leurs instruments,

dont la taille est limitée par la distance parcourue par la lumiere depuis sa
naissance. lls pensent aussi aux " univers modéles ", issus de leurs calculs
mathématiques, qui doivent donner une description correcte de lazone limitée qui
nous est directement accessible ; c'est méme le critére que doit impérativement
satisfaire un modele pour étre acceptable. Dans la plupart des modeles
cosmologiques, l'univers" réel ", assimilé au modéle, est plus vaste que l'univers
observable.

Les astrophysiciens
adoptent le méme parti et
considérent communément
que l'universréel, imaginé a
partir dun modéele qui ne
décrit correctement que
l'univers observable, est
forcément plus vaste que ce
dernier, voire infini. Mais
nous avons vu qu'un étre
hypothétique évoluant a la
surface d'un tore a l'illusion
de vivre a la surface d'un
plan infini puisgue aucun
bord, aucune limite, ne vient
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entraver ses déplacements. Il en conclurait certainement que son univers obser-
vable est infini alors que son univers réel est fini.

Spectaculaire renversement de situation. |l faut donc abandonner nos
préjugés en cosmologie et tenir compte des univers modéles, aux formes étranges
pour notre intuition commune, ou c'est au contraire |'univers observable qui est
plus grand que l'univers réel.

Alors, l'univers est-il fini ? Aujourd'hui, la réponse peut paraitre
décevante : aussi loin qu'ils puissent voir, les astrophysiciens n‘'ont pas encore
détecté de signes certains de sa finitude méme s un modéle reste encore en
course. Celane signifie pasforcément que l'univers est infini mais seulement qu'il
est plus grand que la taille de notre horizon. Sachez toutefois que, Sil est
théoriquement possible de prouver lafinitude de |'univers, son infinitude restera,
elle, ajamais indémontrable.

Pour en savoir plus

Roland L ehoucq, L'Universa-t-il uneforme ?,
Flammarion

Jean Pierre Luminet, L'Univers chiffoné,
Editions Fayard

Note

Pour explorer des espaces aux topologies
variées alez consulter |'excellent site de
Jeffrey Weeks

http://mww.geometrygames.org/CurvedSpaces/
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Les astrophysiciens utilisent des détecteurs capables de capter toute la
gamme lumineuse, allant du rayonnement radio aux rayons X et gamma. Quand
I'énergie des photons est trop grande, ils traversent la matiére sans encombre ce
qui rend impossible laformation d'images par réflexion ou réfraction. C'est ce qui
se passe avec les rayons gammadont |es astrophysi ciens ont besoin pour observer
les phénomeénes célestes les plus violents.

Alors, comment produire des images en rayons gamma, sans miroir ni

lentille ? Pour celail faut utiliser un dispositif nommé " ouverture codée " qui
sinspire de la chambre noire (ou appareil a sténopé) qu'utiliserent les premiers
photographes. En percant un trou dans la face avant d'une boite constituée d'un
matériau opaque et en disposant une plaque sensible sur la face opposée, on
réalise une chambre photographique trés primitive permettant néanmoins de
former des images d'autant plus nettes que le trou est petit (figure 1).
Pour transposer ce dispositif dans le domaine des rayons gammail suffit d'utiliser
un matériau de numéro atomique élevé (comme le plomb ou le tungsténe) capable
de bloquer efficacement cette lumiére de haute énergie. |l faut aussi remplacer
I'émulsion photographique par un détecteur permettant de mesurer la position du
point d'impact de chaque photon gamma. On augmente la luminosité des images
sans perdre en finesse en percant la face avant d'un grand nombre de trous. Le
plan de détection enregistre alors une superposition de plusieurs images décal ées,
autant que de trous percés dans le masgue, du méme objet source. Une méthode
de reconstruction est alors nécessaire pour retrouver I'image de la source réelle a
partir de celle que recoit le détecteur.

Figure 1 : Principe de la
chambre noire.

Le probleme est que le piqué de
I'image, qui nécessite un petit
trou, sobtient au détriment de la
luminosité.
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Formellement, |e probléme sécrit sous forme matricielle P= (O « M) + B
ou P représente I'image enregistrée par le détecteur, O décrit I'objet céleste rédl,
M décrit le masgue troué et B rend compte du bruit instrumental qui parasite le
signal. L'opération de déconvolution consiste a reconstruire I'objet O a partir de
P. Pour lamener abien, il faut disposer d'une matrice de décodage D telle que le
produit MxD soit égal ala matrice identité (élément neutre du produit x) €t on
obtient ainsi la reconstruction de I'objet O qui devient O = P«D - B«D. En
['absence de bruit B la reconstruction est parfaite et pour minimiser les effets du
bruit reconstruit B« D il faut que la somme des carrés des él éments de D soit aussi
petite que possible. Intuitivement, on se doute que le choix du motif de masgue,
traduit par laforme de lamatrice M, est un élément crucia de la reconstruction
dans lamesure ou il vafavoriser un bon choix de la matrice de décodage D.

Principe d'un télescope a ouverture codée

L'ouverture codée (dénommée aussi masque codé) est un assemblage

d'éléments opaques et transparents (trous) et le rayonnement émis par la source
proj ette son ombre sur un détecteur sensible alaposition. Si lataille du détecteur
est inférieure alataille du masque, une source dans |'axe du dispositif projette sur
le plan de détection une ombre qui est un sous-ensemble du motif de masque
(figure 2). Quand la source est dans une direction hors axe, cela décale |'ombre
projetée et le détecteur
regoit un autre Sous-
ensemble du motif du
masque. |déalement, ce
motif est chois de sorte
gu'a chague ombre projetée
Soit associée une unique
direction de la source dans
le ciel. Si cela est possible,
['opération mathématique
de reconstruction décrite
dans le paragraphe précé-
dent permet de déméler les
projections de plusieurs
ombres pour retrouver les
directions de plusieurs
sources célestes.

Figure 2 - Exemple d'un motif & deux dimensions construit
apartir d'un ensemble de taille "5x3".
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Mais alors, comment choisir le motif du masgue et lamatrice M, defagon
aretrouver facilement la direction de la source ? Pour assurer a chaque direction
du ciel de correspondre & une unigue ombre projetée, on sait choisir lamatrice M
gréce aux travaux que le mathématicien francais Jacques Hadamard mena au
début du XX° siecle sur les ensembles a différence cyclique (voir encadré 1).

Encadré 1

Un ensemble a différence cyclique D est un ensemble de k entiers {d1, d2,..., dk} pour lequel
chacun desentiers{1, 2, ..., n-1} est zfois égal aune différence (di - dj) modulon; k est lataille
de I'ensemble, n son modulo et z sa répétition. Prenons un exemple : D = {0,1,2,4} est un
ensemble a différence cyclique de taille 4, de modulo 7 et de répétition 2.

d4-d3=4-2=2 d3-d4 = 2-4 (modulo 7) = 5
d4-d2=4-1=3 d2-d4 = 1-4 (modulo 7) = 4
d4-d1=4-0=4 d1-d4 = 0-4 (modulo 7) =3
d3-d2=2-1=1 d2-d3 =1-2 (modulo 7) =6
d3-d1=2-0=2 d1-d3=0-2 (modulo 7) =5
d2-d1=1-0=1 d1-d2 = 0-1 (modulo 7) = 6

Les différences entre éléments de D appartiennent a I'ensemble d'entiers {1, 2, 3, 4, 5, 6} et
chacun de ces entiers apparait dans exactement 2 différences. L'ensemble D peut étre représenté
par la séquence binaire 1110100 dont le i-eme chiffre est égal a1 si le nombre i appartient aD.
Un masgue a une dimension spatiale est construite grace a cette séquence en plagant un trou pour
chagque 1 et un pavé plein (opaque) pour chaque 0. La répartition des pleins et des trous du
masque a des propriétés fixées par celles de I'ensemble a différence cyclique D. Dans notre
exemple, le nombre d'éléments de masque qui sépare deux pavés opaques du motif de base (de
taille 7), peut prendre toutes les valeurs de 1 & 6 et ceci exactement 2 fois. On peut montrer que
ces propriétés garantissent un espacement uniforme des pavés opaques qui minimisera le bruit
dans |e processus de reconstruction des directions des sources célestes.

Nous montrons ainsi comment fonctionne la méthode de reconstruction
en |'appliguant a un masgue a une dimension se projetant sur un détecteur ayant
7 éléments sensibles. Pour trouver la direction de la source, on compare le signal
enregistré sur le détecteur a celui associé a chacune des 7 directions possibles (la
découpe du détecteur en 7 élémentsimpose 7 valeurs possibles pour les directions
célestes). Il suffit pour cela de multiplier terme a terme la séquence enregistrée
sur le détecteur et la séguence associée a la direction du ciel testée puis
d'additionner tous les nombres obtenus. La direction de la source est celle pour
laquelle cette somme est maximum (voir encadré 2). Ce principe peut étre étendu
a un masgue codé a deux dimensions et permet d'engendrer une matrice M
remplissant les critéres nécessaires a notre processus de reconstruction optimum
du ciel.
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Encadré 2

Considérons un masgue codé a une dimension représenté par la répétition périodique de la
séquence binaire 1110100 (0 pour un éément opaque, 1 pour un trou). Si la source est dans I'axe,
elle projette sur le plan détecteur a 7 éléments la séquence binaire d'ombre (0) et de lumiére (1)
1110100. La direction de la source est décalée d'un pas de résolution angulaire quand le motif
qu'elle projette est décalé d'un pixel, 1101001 par exemple. Pour trouver ou est la source, on
calcule pour chague direction la corrélation masque-détecteur obtenue en faisant la somme des
produits terme a terme de la séquence enregistrée sur le détecteur et de la séquence associée ala
direction du ciel testée. Imaginons que le détecteur capte la séquence 1101001 (voir figure 3). A
chacune des 7 directions est associée une séquence : 1110100 (dans I'axe), 1101001/0111010
(décalage d'un pixel a gauche/droite), 1010011/0011101 (décalage de 2 pixels a gauche/droite) et
0100111/1001110 (décalage de 3 pixels a gauche/droite). La corrélation masque-détecteur pour
une source dans |'axe est égale ala somme des chiffres du produit terme a terme de 1101001 par
1110100, qui vaut 110000, soit 2. On calcule que cette corrélation vaut aussi 2 pour toutes les
autres directions sauf pour celle qui est décalée d'un pixel vers la gauche pour laquelle elle vaut
4. A ce maximum correspond la direction de la source réelle. Notons que le maximum de la
corrélation est égal alataille k de I'ensemble a différence cyclique qui a permis de calculer le
masque et que le minimum est égal a z, la répétition de cet ensemble (voir encadré 1). Pour
faciliter lareconstruction il est avantageux de choisir k et z aussi différents que possible.

Figure 3 - Ombre projetée du masque codé selon la direction de la source.

Acuité d'un télescope a ouverture codée

Considérons deux sources dont les directions font entre elles un angle
inférieur a celui sous lequel on voit un élément de masque depuis le plan de
détection. Ces deux sources projettent le méme motif sur le détecteur et le
télescope n'est donc pas en mesure de les différencier. |1 en résulte que le pouvoir
séparateur d'un télescope a ouverture codée dépend donc du rapport d/L entre la
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dimension d d'un éément de masque et ladistance L qui sépare le masgue du plan
détecteur. Sagissant d'un télescope spatial, qui doit donc saccommoder de la
capacité d'emport offert par les lanceurs, la plus grande dimension masgue
détecteur ne peut pas dépasser une dizaine de métres. Quant aux éléments de
masque, leur taille doit étre supérieure a la précision avec laguelle le détecteur
localise le point d'impact des photons gamma, soit quelques millimétres dans le
meilleur des cas. Les télescopes a ouverture codée sont donc aptes a former des
images du ciel dont la résolution angulaire est de |'ordre de quelques minutes
d'arc. Cette aptitude est du plus haut intérét pour séparer des sources gamma
angulairement proches I'une de l'autre et surtout pour localiser les nouvelles
sources gamma avec une précision suffisante pour entreprendre une recherche de
contrepartie dans d'autres gammes de longueurs d'onde.

L'autre atout majeur des télescopes a ouverture codée réside dans leur
capacité a mesurer simultanément le bruit de fond seul, |a ot la lumiére de la
source est bloguée par les zones opagues du masque, et le bruit de fond
additionné de la contribution de la source, 1a ou la lumiére de la source passe a
travers les zones transparentes du masgue.

Et camarche!

Le télescope francais SIGMA & bord du satellite russe GRANAT a
démontré que la pratique des ouvertures codées est bien adaptée aux observations
dans la bande des rayons gamma de basse énergie. Son masgue codé comprenait
49 x 53 éléments disposés a partir d'un tableau de 29 x 31 éléments étendus par
permutation circulaire sur les deux axes. Le détecteur gamma sensible a la
position est du méme principe que les caméras médicales a scintigraphie. La
position du point dimpact de chague photon gamma est mesurée avec une
précision de 5 a 6 mm. Compte tenu d'une distance masque détecteur de 2,5 m et
de la dimension des ééments du masgue (9,4 mm x 9,4 mm), le télescope
présente une résolution angulaire théorique de 13 minutes d'angle.

Peu aprés la mise en orbite du satellite GRANAT, le télescope SIGMA
fut pointé en direction de la nébuleuse du Crabe, reste d'une supernova qui a
explosé en 1054 et source de référence de toute |'astronomie gamma. La caméra
enregistra aors I'image brute reproduite en bas a droite de la figure 4 ou I'on
reconnait bien I'empreinte du masgue codé du télescope. Une fois transmise au
sol, cette image brute a donné, aprés traitement, I'image du ciel reproduite en haut
adroite de lafigure 4. La nébuleuse du Crabe se présente alors sous |'aspect d'un
exces d'émission a haute énergie dont la taille traduit la résolution angulaire
effective du télescope, soit environ 18 minutes d'angle. A noter que le maximum
d'émission, au centre de I'excés, coincide & moins de 30 secondes d'angle prés
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avec la direction méme du
centre de la nébuleuse du
Crabe observé en lumiére
visible.

L e concept dimage-
rie @ masque codé a permis
des avancées remarquables
en astronomie des hautes
énergies, notamment une
meilleure compréhension
des régions centrales de
notre Galaxie. Actuellement
la mission INTEGRAL de
I'Agence Spatiale Européen-
ne utilise cette technique
instrumentale sur les trois
instruments embarqués a
bord (IBIS,SPI et JEM-X).

Le succes de la
mission INTEGRAL et de
la mission GRANAT qui I'a
précédée repose sur des
travaux en théorie des

nombres remontant au début | Figure 4 - Processus de reconstruction avec un masgue

du XXe siécle, notamment | codé. Notez que I'image de la nébuleuse du Crabe située en

ceux du grand mathématicien haut a gauche fut obtenue en lumiére visible, tandis que celle
située en haut a droite est son image en rayons gamma.

francais Jacques Hadamard.

Il est étonnant de constater que des travaux de mathématiques pures,
n'ayant a priori aucune application, ont permis |'observation des astres les plus
énergétiques de I'Univers. B.C.

Pour en savoir plus

http://irfu.ceafr/Sap/Phocea/Vie_des |abog/Ast/
ast_technique.php?id_ast=1026
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L'astrophysique sintéresse a la dynamique et aux propriétés physiques
des objets de I'Univers (les étoiles, les planétes, le milieu interstellaire, les
gaaxies, les amas de galaxies...). Pour comprendre les phénomenes physiques
qui gouvernent ces objets, la principale source dinformation est la lumiére qui

nous en vient.

Dans I'Antiquité, les
observations se faisaient a
I'cal nu. Au début du XVIIe
siecle, I'odl fut compl été par
la lunette astronomique puis
les premiers télescopes
furent développés dans la
deuxiéme partie du XVII®
siecle. Pendant des siecles,
les astronomes étaient
limités a I'observation de la

lumiére visible, la qualité des observations augmentant avec lataille des lunettes

ou des télescopes. Mais la lumiére visible ne
représente qu'une partie du spectre lumineux.
Dans la deuxiéme moitié du XXe¢ siécle,
I'envoi de ballons, de sondes spatiales et de
satellites alié au développement de nouveaux
détecteurs de lumiére a permis d'accéder a
I'ensemble du rayonnement électromagné-
tique. Désormais, toute la lumiére (rayons
gamma, rayons X, ultraviolet, infrarouge,
micro-ondes, ondes radio et bien sir lumiére
visible) témoigne de ce qui se déroule dans
['univers.

De nos jours, les astronomes
disposent dinstruments de pointe pour
observer le ciel, dans toutes les longueurs
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d'onde, depuis le sol ou I'espace, fournissant chague jour une quantité de plus en
plus importante de données. Le traitement de ces données est aujourd'hui I'un des
poles d'activité les plus innovants et des plus prometteurs pour améliorer nos
connaissances en astrophysique. En effet, le développement d'instruments de plus
en plus précis exige d'améliorer en parallél e les techniques de traitement d'images
associées, pour une meilleure exploitation des instruments existants et futurs.

Le traitement d'images permet d'améliorer la qualité des images pour en
extraire l'information pertinente et remonter aux paramétres physiques. Les
mathématiques appliquées sont a la base du développement des théories du
traitement d'images. Mais le véritable essor n'est survenu que dans les années
1960 quand les ordinateurs sont devenus suffisamment puissants pour travailler
sur des images. Aujourd'’hui le développement des méthodes de traitement
d'images est primordial en astrophysique au méme titre que le dével oppement de
nouveaux instruments d'observation. Les performances des instruments
permettent d'optimiser la qualité des observations, tandis que le traitement
d'images permet d'améliorer la qualité desimages obtenues et ainsi d'en optimiser
['analyse. Nous allons nous intéresser ici a quelques exemples simples
couramment rencontrés dans le traitement d'images astrophysiques.

L es effets atmosphériques et instrumentaux

Les images obtenues au sol ou dans I'espace sont toujours limitées en
résolution angulaire par la talle du télescope. Avec une optique parfaite, la
résolution est inversement proportionnelle au diametre de l'instrument. Cela
signifie que les détails de I'image, dont la dimension angulaire est inférieure ala
résolution de l'instrument, ne sont pas distinguables. Cet effet instrumental,
présent dans les images obtenues a I'aide de n'importe quel dispositif optique,
résulte de son ouverture finie. Jusqu'au milieu du X1Xe siecle, les améliorations
en résolution sobtenaient en augmentant le diamétre des instruments. Mais un
autre effet empéche les grands télescopes d'atteindre leur résolution angulaire
théorique : la turbulence atmosphérique qui, en perturbant la qualité des images
en limite larésolution. Pour |'astronome qui observe un objet céleste atravers son
télescope, la turbulence atmosphérique se traduit par I'observation d'une image
floue dont les détails sont peu ou pas visibles. Dans un premier temps, pour
essayer de réduire cet effet, les astronomes ont fait construire des observatoires
en dtitude afin de diminuer le parcours de la lumiere dans |'atmosphere
améiorant ainsi la résolution d'un facteur 2 a 3. Une solution plus efficace
consiste a placer des télescopes en dehors de |'atmosphére, en orbite autour de la
Terre, éliminant ainsi tous les effets atmosphériques. La résolution de I'image est
alorslimitée par lataille des télescopes que I'on peut envoyer dans |'espace.
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Lavolonté d'augmenter la résolution des images étant toujours un défi majeur en
astrophysique, le traitement d'images est venu proposer une solution élégante ace
probléme. Pour comprendre le principe de cette méthode, il faut tout d'abord
comprendre |e probleme de perte de résol ution.

La perte de résolution

La résolution angulaire correspond au plus petit angle séparant deux
points que I'on parvient a voir comme distinct I'un de I'autre. Pour I'odl humain,
larésolution angulaire est d'environ 1 minute d'arc. Pour un systéme d'imagerie,
larésolution angulaire dépend du diamétre de I'objectif. L'objectif agit comme un
filtre qui enléve plus ou moins les hautes fréquences du signal. Cela se traduit par
un étalement de I'objet observé et une perte des détails. Mathématiquement, on
peut le décrire comme une sorte de produit dit de " convolution " entre I'objet O
et une fonction donnée H qui correspond a la réponse du systeme d'imagerie
(incluant les effets instrumentaux et atmosphériques) : | = O « H. Laconvolution
est le remplacement de chaque pixel del'objet O par une combinaison linéaire de
ses pixels voisins ; les coefficients de pondération étant définis a partir de la
fonction H.

L a déconvolution

En pratique, pour connaitre la réponse d'un systeme dimagerie H, on
analyse I'image d'une source ponctuelle, une étoile par exemple. |déalement, cette
image devrait étre ponctuelle. En pratique c'est une grosse tache dont la taille est
inversement proportionnelle au diamétre du télescope et dépendant de la
turbulence atmosphérique au moment de la prise de vue. Cette tache n'est rien
d'autre que la réponse du systeme dimagerie H (voir la figure 1 a gauche).

Figure 1 - A gauche : laréponse du systéme d'imagerie, au milieu : une simulation de galaxies
perturbée par les effets instrumentaux, a droite : le résultat obtenu
par la méthode dite de " déconvolution ".
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Connaissant la réponse du systeme d'imagerie H, on peut alors par une méthode
dite de " déconvolution " retrouver I'objet O. Pour cela, on réalise une sorte de
division entre | et H. Il existe un certain nombre de méthodes de déconvolution
donnant des résultats plus ou moins bons. Mais l'intérét de cette méthode est
gu'elle permet de se débarrasser de la réponse du systéme d'imagerie sans avoir a
augmenter indéfiniment la taille de I'objectif ou a sortir de I'atmosphére.

Les bruits de mesure

En plus d'étre limitées en résolution angulaire, les images obtenues par
les instruments de mesure sont toujours entachées d'une incertitude plus ou moins
grande. Toute observation du ciel comporte ainsi, en plus du signal, des
perturbations qui se superposent a ce signal et que I'on qualifie de " bruit ".
Mathématiquement, I'image observée peut alors sécrire de la maniére suivante :
| =0« H+ N ou N représente le bruit de mesure. On définit aors le rapport
signal/bruit d'un signal comme le rapport des énergies du signal et du bruit. Ce
rapport signal/bruit conditionne la qualité de I'exploitation des données. Sil est
faible, on ne voit que le bruit (voir figure 2)

Figure 2 : De gauche adroite : laméme carte de matiere noire
simulée avec un rapport signal/bruit respectivement de 2, 0.5 et 0.1

Amélioration du rapport signal/bruit

L es méthodes classiques pour améliorer le rapport signal/bruit consiste a
essayer d'optimiser les instruments de mesures (en réduisant par exemple le bruit
de fond ambiant) ou les caractéristiques d'observations (en jouant sur le temps de
pose ou I'ouverture du télescope).

Lefiltrage

L e traitement d'images propose une méthode pour améliorer la qualité de
I'image une fois I'acquisition réalisée : lefiltrage. L'un desfiltresles plus simples
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est le filtre moyenneur qui consiste a remplacer chaque pixel de I'image par une
moyenne arithmétique estimée a partir du pixel considéré et de ses pixelsvoisins.
Un desfiltresles plus utilisés est |e filtre gaussien, basé sur le méme principe, ou
la moyenne est pondérée de sorte a favoriser les pixels les plus proches. Les
coefficients de pondération sont calculés a partir de la forme d'une fonction
Gaussienne d'ou son nom.

Des méthodes plus compliquées de filtrage ont été récemment
développées sappuyant sur la recherche de nouvelles représentations du signal.
Le principe de ces méthodes consiste a transformer le signal de sorte que le
résultat ait un rapport signal/bruit plus élevé. Par exemple, sur la figure 3, a
gauche, on voit bien gu'une représentation qui sommerait tous les pixels d'une
méme colonne de l'image ferait ressortir la ligne dans cette nouvelle
représentation. En bas a gauche, on peut voir le résultat de cette opération. On
voit ainsi que dans cette nouvelle représentation, il devient facile de séparer la
contribution du signal de celle du bruit. Si on met a zéro tous les coefficients
inférieurs a une certaine valeur seuil (voir le résultat en bas a droite) la
transformation inverse fournit une image filtrée de I'image de départ (en haut a
droite).

Figure 3 - En haut a gauche : une image représentant une ligne avec du bruit.
En bas a gauche : la méme image dans une nouvelle représentation améliorant le rapport/bruit.
En basadroite: lerésultat dans cette nouvelle représentation aprés seuillage.
En haut a droite : I'image filtrée par cette méthode.
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Bien évidemment cette représentation ne va pas permettre d'augmenter le rapport
signal/bruit de toutes les images. Il existe pourtant des représentations qui
permettent de bien représenter une grande variété dimages : c'est le cas des
représentations en " ondelettes " (voir figure 4).

Figure 4 - L'image a gauche représente le pulsar PSR B0540-69.3 et son nuage.
Celle de droite représente le résultat d'un filtrage obtenu par une représentation en ondel ettes.

L es données manguantes

Autre probleme qui peut survenir pendant les observations : la perte de
certaines données. Cette mutilation de l'information complique souvent son
exploitation. Les causes de perte de données sont multiples: défauts sur lacaméra
CCD, présence d'objets qui font saturer le détecteur (étoiles brillantes ou rayons
cosmiques) ou défaillance temporaire des instruments d'observation.

Impact des données manquantes sur I'exploitation des données

Le probléme des données manquantes est vaste et quasiment inévitable
ce qui rend indispensable un traitement approprié. Celui-ci dépend alafoisdela
quantité de données manquantes et de leur répartition mais aussi de |'information
gue I'on cherche a extraire des données sauvegardées. La figure ci-dessous
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montre le résultat obtenu par le satellite WMAP apres 5 ans d'observation du fond
diffus cosmologique. Les données masguées au hiveau de |'équateur
correspondent a une zone ou le signal n'a pu étre mesuré précisément a cause de
I'absorption due aux poussiéres situées dans le plan galactique. Cette zone
masquée pose probléme lors de I'analyse de cette carte a |'aide d'opérateurs qui
agissent sur I'ensemble des pixels car le masque introduit des erreurs dans
|'estimation des paramétres.

Figure5 - Résultat obtenu par le satellite WMAP apres 5 ans d'observation
du fond diffus cosmologique. Le masque au niveau de la zone équatoriale
correspond a la zone d'absorption du plan galactique.

L es méthodes pour corriger |a présence de masques

De nombreux travaux ont été réalisés pour corriger la présence de
masgues. La plupart proposent de corriger les paramétres cal cul és en présence du
masqgue afin d’estimer la vraie valeur des paramétres. Nous présentons dans la
figure ci-dessous, le résultat obtenu a I'aide d'une méthode développée récem-
ment dont |e principe est tout autre. Cette méthode est appelée " inpainting " par
analogie avec les techniques utilisées autrefois par les peintres pour restaurer les
cauvres d'art détériorées.
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Figure 6 : Résultat obtenu par la méthode d'inpainting sur les données de WMAP
(voir Figure 5). Les données restaurées dans le masgue sont cohérentes
avec les données en dehors du masque.

Conclusion

Le traitement d'images permet de modifier le contenu des images afin
den tirer I'information utile pour une application donnée. L'Astrophysique qui
repose sur I'observation du ciel est une base idéale pour I'application et le
dével oppement de nouvelles méthodes dans ce domaine. Nous avons présenté ici
plusieurs applications courantes. Mais les possibilités offertes sont trés vastes et
ces méthodes peuvent également
permettre de résoudre des problémes
bien spécifiques.

Pour en savoir plus
Aujourd’hui, le traitement d'images est
indispensable a l'analyse et a l'interpré-
tation des données astrophysiques et ce  http:/irfu.ceafr/Sap/PhocealVie _des labos/Ast/
domaine est en plein essor. ast_technique.php?d_ast=423

SP.
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Comment les galaxies et les grandes structures de |I'Univers se sont-elles
formées ? Qu'est ce qui déclenche la formation de nouvelles étoiles dans les
nébuleuses gazeuses du milieu interstellaire ? Ces questions fondamentales de
|'astrophysique moderne reposent sur des lois physiques, a priori simples a
décrire mathématiquement : la principale force est la force de gravité, et I'on sait
calculer de maniére exacte les forces de gravité qu'un objet exerce sur un autre.
Toutefois, le nombre d'étoiles dans une galaxie comme notre Voie Lactée
approche les cent milliards, et le nombre de galaxies dans I'Univers est encore
plus grand.

Les éguations qui gouvernent ces phénomenes astrophysiques sont donc
relativement simples, mais elles sont extrémement nombreuses. Pour les
résoudre, les astrophysiciens ont donc recours ala" simulation numérique " sur
des supercalculateurs, qui permettent de calculer I'évolution de régions d'Univers,
de galaxies, ou de nuages de gaz interstellaire au cours du temps.

La gravité dans les simulations numeériques

L'Univers dans un ordinateur

Aucun ordinateur, méme les plus puissants supercal culateurs au monde,
ne peuvent traiter exactement les cent milliards d'étoiles d'une galaxie : sans
parler méme de calculer les forces et mouvements, il serait impossible de stocker
la position et la vitesse de chaque particule en mémoire. Une galaxie est donc
modélisée avec un certain nombre de particules, qui représentent chacune un
groupe d'étoiles. Les premiéres simulations dans les années 1970 ne reposaient
gue sur quelques dizaines de particules, et ne pouvaient donc décrire que les plus
importantes des sous-structures. L es simulations numériques modernes empl oient
plusieurs millions de particules et peuvent donc " résoudre " des structures de plus
en plus fines jusqu'aux régions de formation de nouvelles étoiles au sein des
galaxies.

Malgré I'utilisation de particules moins nombreuses que les étoiles dans
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une galaxie, le calcul des forces gravitationnelles doit étre accéléré par I'emploi
d'algorithmes astucieux pour raccourcir le temps de calcul. En appliquant la
formule de Newton, la force exercée par une particule sur une autre est
proportionnelle al'inverse du carré de ladistance qui les sépare. L'emploi de cette
formule est néanmoins extrémement codteux : d'une part, il nécessite d'effectuer
le calcul pour toutes les paires de particules, soit n(n-1), environ n* pour n
particules. D'autre part, chague calcul de force nécessite le calcul d'un carré, c'est-
a-dire une multiplication, opération bien plus colteuse qu'une addition pour un
ordinateur. Pour conserver des temps de calcul raisonnables (quelques semaines
sur un supercalculateur, soit des décennies sur un ordinateur de bureau), il
faudrait réduire le nombre de particules a quelques milliers, et non quelques
millions, dégradant d'autant la possibilité de résoudre la formation de petites
structures dans I'objet simulé.

Pour calculer les forces de gravité et I'évolution du systéme en un temps
raisonnable, la technique la plus rapide consiste & découper |'espace selon une
grille laplus fine possible (figure 1), et de calculer le densité de masse contenue
dans chaque cellule de cette grille : opération rapide, puisgu'il sagit d'additionner

Figure 1 - A gauche, la galaxie spirale Messier 51, observée par le télescope spatial Hubble.
A droite, représentation d'une carte de densité sur une grille numérique.

L'emploi de telles grilles permet de calculer les forces gravitationnelles de maniére tres rapide.
Par contre, pour décrire les structures fines d'une telle galaxie, il est nécessaire d'employer des
grilles trés fines (plus que sur cet exemple), de modéliser les étoiles avec plusieurs millions
de particules, et donc de disposer de puissants calculateurs. (NASA/HST)
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la masse des particules se trouvant dans chaque cellule.

On obtient alors une carte de ladensité, que I'on peut transformer en carte
de I'énergie potentielle gravitationnelle. Pour connaitre la force subie par une
particule dela part de toutes les autres, il suffit alors de calculer ladérivée de cette
énergie al'endroit ou se trouve cette particule, en calculant la différence d'énergie
entre deux cellules voisines. Cet algorithme semble plus complexe que le calcul
direct des forces entre chaque paire de particules, mais il est nettement plus
efficace, car il nécessite nlog(n) opérations pour n particules. Lorsgue n est grand
(des millions), n log(n) est bien plus petit que n?.

La formation des galaxies dans
['Univers

Une radiation micro-ondes,
le " rayonnement fossile ", baigne
I'ensemble de I'Univers et donne une
image trés précise de son état 300 000
ans aprés le Big Bang - un instant
comparé aux 13 milliards d'années
de I'Univers actuel. Cette image
montre des régions plus denses et
d'autres moins denses, mais sans
organisation spécifique.

En utilisant cette image comme
point de départ, ou " condition
initiale " d'une simulation numéri-
gque, les astrophysiciens ont pu
recongtituer |'ensemble de I'évolution
de cet Univers trés jeune jusqu'a
['Univers actuel, sous l'effet des
forces de gravité : les sur-densités
initiales attirent a elles de plus en

Figure 2 -Les fluctuations primordiales de I'Univers vue dans le rayonnement fossile (en haut).
L'Univers primordial était presque homogéne, avec des petites fluctuations plus massives
(jaune/rouge) ou moins massives (bleu/nair). La simulation numérique permet d'expliquer
laformation des galaxies a partir de cette carte initiale, et sous I'effet des forces de gravité.

Lasimulation vue ici reproduit I'Univers apres plusieurs milliards d'années d'évolution. Chague

point brillant est une galaxie, le plus souvent avec une structure spirale similaire a notre Voie
Lactée. Les gaaxies saignent le long de filaments cosmologiques, et des amas de galaxies
se forment aux intersections de filaments. (R. Teyssier/CEA)
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plus de masse, et se contractent de plus en plus, prenant la forme de galaxies
naines. Ensuite, lorsque deux petites galaxies naines se trouvent suffisamment
proches I'une de l'autre, elles vont sattirer, entrer en collision puis fusionner en
galaxies de plus en plus massives, jusqu'aux grandes galaxies spirales (comme la
Voie Lactée) et elliptiques de I'Univers actuel. Ces simulations numériques
montrent donc une origine " hiérarchique " des galaxies, les premiéres formées
€étant relativement petites, puis croissant par fusions successives. Les simulations
montrent également que les galaxies ont tendance a saigner en de longs
filaments, au croisement desquels se forment les amas de galaxies.

Figure 3 - Simulation d'une collision de deux galaxies spirales. Les deux galaxies fusionnent
en une seule galaxie plus massive. Les spirales (disques en rotation) ont ici été transformées
en une galaxie elliptique. Des filaments de matiére ont été arrachés sous |'effet des marées
exercées par chaque galaxie sur savoisine. La durée de cette séquence est de 700 millions
d'années. (F. Bournaud/CEA)

Physique du gaz et hydrodynamique
Gaz, chauffage et refroidissement

Les étoiles sont des corps quasi-ponctuels a I'échelle de I'Univers, elles
n'interagissent donc que par gravité, et les collisions entre elles sont extrémement
rares. Par contre, le gaz interstellaire est plus diffus, et ses atomes entrent en
collisions mutuelles, si bien que son évolution est régi comme celle de tout gaz
terrestre, par exemple I'atmosphére : lagravité n'est pas la seule force qui agit sur
le gaz ; les forces de pression hydrodynamique jouent également un réle
important dans I'évolution du gaz. Les forces de pressions dépendant de la
température, les simulations numériques doivent donc déterminer atout instant et
en tout point la température du gaz.

Par exemple, un gaz interstellaire compressé verra sa température, et
donc sa pression, augmenter - exactement comme un gaz comprimé dans un
piston sur Terre. Pour modéliser ces phénomenes, la simulation numérique a de
nouveau recours a la discrétisation sur une grille : dans chaque cellule, la masse
de gaz et la vitesse du gaz sont stockées en mémoire. L'agorithme identifie les
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zones de convergence des vitesses (Figure 4), et latempérature du gaz dans ces
zones augmente. A l'inverse, dansles zones de divergence, le gaz se décompresse
donc se refroidit.

Un second processus
de refroidissement inter-
vient : lorsque le gaz devient
trées dense, ses atomes
interagissent fortement les
uns avec les autres, ce qui
conduit a I'émission de
photons lumineux, qui
emportent donc une partie
de I'énergie de ce gaz, lui
permettant a nouveau de se
refroidir. L'évolution du gaz
interstellaire est donc com- | Figure 4 - Principe des simulations hydrodynamiques sur
plexe : la compression du grille : I'espace est découpé en cellules, et le vecteur

gaz augmente sa tempéra- représente la vitesse du gaz dans chague cellule. Dans les
ture, mais une fois quiil est zones de convergence, comme celle indiquée en rouge, le

\ ., gaz est compressé et chauffé. Dans les zones de divergence
tres fortement comprime, le

. , (en vert), le gaz se détend et se refroidit.
gaz se refroidit spontane-
ment en rayonnant son énergie sous forme de lumiére.

Formation d'étoiles

Les simulations numériques modélisant les phénoménes de
refroidissement et chauffage du gaz permettent d'étudier la formation de
nouvelles étoiles dans le milieu interstellaire. Ces simulations montrent entre
autres qu'un processus important de la formation d'étoiles est I'instabilité de
refroidissement. Lorsgu'une région un peu plus dense apparait dans le gaz
interstellaire, elle serefroidit plus rapidement que le gaz environnant. Sa pression
diminue, et devient donc plus faible que la pression du gaz plus diffus et chaud
qui entoure cette région. Cette pression extérieure contracte donc larégion dense,
qui devient ainsi encore plus dense, se refroidit encore plus vite, et le processus
semballe. Ce processus conduit a la formation de coaurs trés denses dans le gaz
interstellaire : des proto-étailes. (Figure 5)
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Figure 5 : Simulation hydrodynamique du gaz
interstellaire dans une petite région d'une
galaxie. Des régions plus denses se sont
formées, refroidies, et devenues de plus en plus
denses. Ces régions sont des coaurs pré-
stellaires ou de nouvelles étoiles vont se former.
L'ensemble de I'image montre ici la naissance
d'un amas d'étoiles. (E. Audit/CEA)

Pour en savoir plus

http://irfu.cea.fr/Sap/PhocealVie_des_|abos/Ast/
ast_visu.php?d_ast=2551
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